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MAIHÉ MiTKJIJH, 

Court élémentaire et complet de Mathématiques-pures, rédigé 
par là Caille, augmenté par Mau* , et éclairci par Tm- 
yekf.au. Près de 20 u notes ajoutées 4 la fin de cet ouvrage, le 
mettent 4 la poitée de Cous le» étudians. 

Cette nouvelle et seconde édition a été revue avec le plus grand 
•oin par le cit. Theveneau ; elle est imprimée en caractères Didot % 
beau papier, et enrichie de douze planches. Un gros vol. in-8«. de 
fi 56 pages. Prix , broché, 8 fr. franc de port par la poste. 

On n'apprendra pas avec moins de satisfaction la réimpression 
du Cours de Bezoi^t, 4 l'usage de la marine; mais ce qui doit 
ajourer un nouveau prix 4 cette édition , c'est que le citoyen 
Garnier , examinateur des aspirant à l'école polytechnique , et 
aujourd’hui professeur de cetn écolo , a bien voulu se charger dp 
la correction des épreuves, et ajouter des nptes, qui sont des théo- 
ries complexes et des développemens , tels que les titres l'indiquent. 
t La premiete partie, contenant l'Arithmétique, renferme aussi 

l’application des premières réglés de l’arithmétique aux nouveaux 
d* poids et aux nouvelles mesures, leurs nomenclatures et leurs va- 
leurs ; X vol. 8\ Prix 3 fr. 5o cent, franc de port. 

La seconde contient les Elément de géométrie rectiligne et la tri- 
gonométrie sphérique ; I vo‘. 8% Prix 5 fr. franc de port. 

La troisième contient l’Àlgebre, I vol. 8\ Prix 6 fr. 5o c. franc 
. de port. Ces volumes se vendent séparément. 

La Mérbtfnique est enrichie de nittes très - étendues sur le 
calcul différentiel et sur le calcul imrçril , formant 3 volumes 
qui se Vendent ensemble. Le prix est de i8 fr. franc de port. 

La Navigation, augmentée de deux Tables des logarithmes des 
nombres, et ceux des sinus, cosinus, tangentes et cofangentes t ; 
beaucoup plus exactes et plus étendues que les anciennes , est de . 

Ü fr. franc de port. 

Les trois premiers vol. , qui sont l’Arithmétique , la Géométrie 
et l'Algèbre , viennent d’être réimprimés avec de fortes additions , 

'«t un quatrième vol. qui contient le Cours d'analyse du calcul 
différentiel et intégral , suivi -b* l’Ecole polytechnique ; il se vend 
séparément 6 fr. pour Paris , etdraac de port, 7 fr. 5o c. Les 
4 vol. , franc de port, 2a francs. 

Cours de Mathématiques à l’usage des éleres du génie ; par la 
citoyen Bossut, 1 vol. in-8. contenant l'Arithmétique et l'Algebre , 
franc de port , 6 fr. 5o c. . - — ^ 

Idem , Géométrie, I vol. in-8 , franc de port, 6 fr. 5o c. 

Récréations de mathématiques de Guyot, nouvelle édition , 3 v. 
in-P. avec tOO figures, franc de port , ao fr. 

Tables portatives de logarithmes, contenant les logarithmes des 
nombres depuis 1 jusqu’à 108000, par Callet , 1 v. in-8. 16 fr. 

Ecoles normales , 9 vol. in-8. , et un cahier de 28 planches j 
prix pour Pari*, 45 fr. 

Delà résolution des Equations numériques de tous les degrés, 
par Lagrange , in-4 , 9 fr. 

Elèmens d’Algèbre , par Léonard Euler , traduit de l’allemand , 
avec des notes et des additions par Lagrange ; nouvelle Edition,-* • • 
revue et corrigée ; 2 vol. in-8 , il fr. franc de port. 

Géométrie-pratique , par Dupuy , profeseur de l’école d'artil- 
lerie , à Valence , 2 vol. in-8 , «l fr. franc de port. 

Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, par Lacroix, 

6 vol. in- 4, prix , pour Paris , 48 fr. 

Sys'ême du Monde, par P. S. Lapîace , membre de l'Institut, 

* vol. in-8, 10 fr. franc de poiV V 

Lesdits ouvrages se trouvent , 4 ‘Paris , chez Coûter** , impri- 
meur-libraire , rue Poupée, n°. 5, qui se charge de tous les 
envois de livres , priucipalcment «le Mathématiques. # 
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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 

En écrivant ccs Notes , j’ai eu particulièrement en vue 
l’instruction des Aspirans à l’Ecole Polytechnique : or 
pour qu’un candidat soit suffisamment préparé, je pense 
qu’il faut non-seulement qu’il possède toutes les connois- 
sances énumérées dans le programme d’admission , maia 
encore qu’il ne soit pas étranger à l’analyse algébrique qui 
fait’partie de l’enseignement mathématique de la première 
division de l’Ecole : car pour dire de tel Elève qu’il con- 
vient à l’Ecole , il faut avoir reconnu que l’Ecole lui con- 
vient , et on ne peut obtenir cette donnée , qu’en l’essayant 
sur l’instruction intérieure : c’est ce qu’on s’est proposé en 
exigeant de l’analyse géométrique et la statique qu’on pro- 
fesse à lEcole. Qui ne sait d’ailleurs que tel Elève a bien 
entendu les élémens,et a complètement satisfait aux examens, 
qui, admis à l’Ecole , n’a pu suivre l’instruction sans une con- 
tinuité d’efforts presque surnaturels , ou qui même a échoué j 
et il est encore arrivé que tel autre dont le début à l’Ecole a 
été médiocre , a gagné de vitesse ceux qui l’avoient devancé 
dans les élémens.et a jeté le plus grand éclat par la suite. Com- 
ment un Instituteur pourra-t-il prévoir ces phénomènes , si ce 
n’est en conduisant son Elèveaude-là du terme commun, et 
l’associant en quelque sorte aux travaux intérieurs. D'ailleurs, 
en mathématiques , aller au - delà , c’est pénétrer plus 
avant , ce n’est pas s’étendre dans deux dimensions seulement, 
?nais dans trois. Si ce que je viens d’énoncer avoit besoin 
de "^euves , je dirois qu’il arrive fréquemment que telle 
diffi- ullé est levée, non parce qu’on a lutté contre, mais 
seulement parce qu’on a été plus loin , et en cela , j’en 
appelle à l’expérience de tous ceux qui ont étudié avec 
art : plus d une fois sans insister d’avantage sur ce qu’ils 
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n’entcndcient pas ; et supposant la 'chose vraie, ils alloicnt 
au dc-là , comprenoient , et ces données de plus sur la 
même question , faisoient entrevoir et enfin saisir la vérité 
qui n'etoit encore qu’en hypothèse. Ce que je dis ici d’une 
simple démonstration , est applicable à un corps de doc- 
trine , à la totalité de la science, et justifie les principes posés 
précédemment. Si on considère encore que l’instruction 
qu’on reçoit à l’Ecole Polytechnique, est très-étendue et 
très-variée , que la partie mathématique de cette instruc- 
• tion , n’est pas élémentée dans la plupart des cours qu’on 
fait suivre aux candidats , parce que la face de la écience 
a changé , et que dans ces livres elle est restée la même , 
on sera convaincu de la double nécessité de refaire les 
anciens ouvrages , c’est-à-dire , de les approprier à l’état 
actuel de la science , et conséquemment aux besoins des 
candidats , et d’y consigner quelques doctrines qui ne 
se trouvoient que dans les collections académiques , ou 
dans quelques ouvrages que ne consultoit pas le commun 
des lecteurs , doctrines qûi aujourd’hui font partie des cours 
intérieurs : il y a même plus , on sait que souvent on emploie 
en mathématiques des considérations , des formes de raison- 
nement , des notations mêmes qui exhibent sur-le-champ le 
résultat cherché , mais qui appliqués pour la première 
'fois à des recherches d’un certain ordre,, deviennent en 
quelque sorte des difficultés de plus , tandis que 
si on eût fait usage de ces moyens , de ccs ressources 
de la science sur un fonds facile , ils seroient devenus plus 
saillans pour l’Elève , et les avantages qu’ils offrent auroient 
été mieux sentis. Il existe à la vérité des quvrages très- 
recommandables sur le même fonds , à la différence, toute 
à l’avantage de leurs auteurs , qu’ils offrent un système com- 
plet d’algèbre , que je ne donne qu’à partir de la résolùtion 
des équations numériques, en renvoyant pour le resté à 
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l’Auteur que je commente \ et dès-lors on peut se demander 
à quoi bon multiplier ces productions ? Ma réponse se trouve 
en partie dans ce qui précède , et j’ajouterai que puisque 
ces ouvrages existent , ce n'est plus un mérite de faire 
mieux et daller plus loin , et qu’il en résulte pour l'Elève 
du travail de moins , et des connaissances de plus. D’une 
autre part , l’expérience de l'enseignement m’a convaincu 
que , dans un système de propositions bien liées entr'elles , et 
dépendantes les unes des autres dune manière nécessaire , la 
difficulté venoit plus souvent de la contexture delà démons- 
tration , que du fonds de la chose , c’est-à-dire , qu’un mot de 
plus , une phrase au lien d’une autre , mettaient la vérité 
en évidence. On sait encore dë combien les hommes qui 
ont long-temps professé , sont redevables à leurs Elèves , 
et particulièrement à ceux dont la marche est lente , 
mais sûre ; et certes les documcns qu’ils ont ainsi recueillis , 
les recherches dans lesquelles ils ont été engagés , doivent 
singulièrement améliorer un traité. Ces notes sont , aux 
élémens près , l’ouvrage d’Algèhre qu'étudient mes Elevés , et 
j’ai la certitude qu’admis à l’Ecole Polytechnique , ils suivent 
avec facilité . les cours d’analyse algébrique , différentielle 
et intégrale : ils trouvent dans d’autres ouvrages assez connus, 
pour qu'il ne soit pas nécessaire d’en citer les auteurs , le 
complément de l’instruction exigée , et de l’introduction à 
tous les autres cours de mathématiques , professés dans cct 
établissement. 


3 . G. GAB2UER. 



silphabeth pour faciliter la lecture des calculs, 
oà l’on f ait usage de lettres grecques . 


A et ... . 

. . Alpha 

BSC... 

. . Béta 

r y r r. . 

. . Gamma, 

A cT Jl . . . 

. . Delta. 

E e 

. . Epsilon. 

•Z K 

. . Zêta. 

H « 

. . Eta. 

0 fl r. . . . 

. . Thêta. 

Il 

. . Iota. 

K* 

• • (>cipp£i# 

A K 

. . Lambda; 

M (JL 

. . . Mu. 

Ni...., 

. . . Nu. 

H £ 

. . . Xr. 

Os..;. 

. . . Omicron. 

n t & . '. , 

. ; . Pi. 

p p r- • • • 

. . Rho. 

2 <r f. . . . 

. . Sigma. 

T r‘1. . . . 

. . Tau. 

T v 

. . . Upsilon.) 

(Ç> • • « • 

. _. Phi. 

x X. • • • * 

. J Chi. 

'f 4 • • • 

. .’ Psi. 

fi &)•••• 

. . Oméga: 
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DEUXIEME PARTIE. 

De la résolution des équations du second 

degré. 


'.mÿ 


Nqus avons présentement assez traité des 
problèmes du premier degré pour passer à 
ceux des autres degrés, et particulièrement 
aux problèmes du second degré, que nous 
allons examiner dans cette seconde Partie. 
Quant à la maniéré d’exprimer analytique- 
ment leurs conditions, elle est la même que 
dans les problèmes du premier degré: ce n’est 
que pour résoudre les équations auxquelles 
on arrive en exprimant les problèmes , qu’il 
faut employer des méthodes différentes , sui- 
vant les degrés de ces équations. On en peut 
voir un exemple dans le problème suivant , 
qui dans sa généralité renferme des problèmes 
de tous les degrés, et n’est pas plus difficile à 
exprimer analytiquement poulie degré le plus 
composé , que pour le plus simple. 

Tome IL A 
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qui contient Un homme ayant placé une somme a dans 
raûtVrics 8 pro- un commence où il perd , veut se retirer dès 
Sf5£« P rem iere année • mais ayant manqué V oc- 
casion , et ne V ayant pu retrouver qu’à la 
deuxieme ou à la troisième , ou , en général , 
à la n iemt . année , il trouve que la somme 
est diminuée de la quantité b de ce qu’elle 
étoit après la première année. On demande à 
combien pour cent montoit sa perte par an. 

» 

Soit x le nombre cherché , c’est-à-dire, ce 
que chaque cent livres perd après la première 
année. En faisant cette proportion ioo : ioo 

— x = a : a X J^~ x f Je quatrième tçrme 


w IOC X X 

a X — , ou a X i — exprimera ce 
que devient la somme a après la première 
année. 

Si on continue ensuite cette proportion en 
disant 


ioo 


ioo 


x — 


a X «ou — * . «X ioo ■ 


le quatrième terme 


IOO 


a x ioo «— * 

IOQüO 


, ou a X 1 

J f.Vl 


sera ce que devient la même somme a après 
la seconde année. 

On exprimera de même ce que cette somme 
devient après la troisième année par 

a X i — r *et, en général, ce qu’elle de- 


# 
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X 

100 * 


vient après la n ieme . année sera a X i — 
c’est-à-dire a multiplié par la quantité 
i — — élevée à la puissance n. 

II. 

Présentement si on veut savoir quelle sera 
l’équation à résoudre , en supposant que le 
négociant se ^oit retiré à la seconde année, il Equation 

faudra égaler la quantité a X i — 

quantité a X i — diminuée de la fhian 
tité b , ce qui donnera r 

a X 1 - ,1 = <* X I --£—4, 

ou en multipliant i — A par lui-même, ainsi 
que l’indicrue l’exposant 2 , 
a X i — — 


du problème 

à la précède* t 

100 . pour le cas du 

second degré.* 


XX v - 

— a X 

IOOOO 


— — b 

loo 

lOO X = IOOOO — , 

/t ’ 


qui se réduit à x 2 

équation du second degré à laquelle les mé- 
thodes précédentes ne sauroient atteindre. * 

III. 

Si on suppose que ce ne soit qu’à la troi- 
sième année , l’équation à résoudre sera 

i — ' ^ — a x 1 — ~ — b, qui en mul- 
tipliant i — — deux fois par lui-même, ainsi 
que l’indique l’exposant 3 , devient 


a X i — 


IOO 


20000 


IOOOOOO 

A z 


/ 
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= a X i — * b. ou enfin x^ — 3 oo x z 

«00 7 

■ 4 - 20000 x = ioooooo — , équation qui doit 
naturellement promettre plus de difficulté que 
la précédente. 

I V. 

Quant aux autres cas , on voit aisément 
comment on parviendroit successivement à 
former les équations qu’ils donrieroient , et Jfin- 
4 duction montre que l’équation seroit toujours 

du d?gré exprimé par le nombre n. Si on 
veut avoir cette équation , en général , sans 
spécifier le nombre n , on n’aura qu’à em- 
ployer l’expression générale a X i — ~ de 
la quantité que devient a après la n leme . an- 
née, et l’équation sera 

» I .. MH ■ — 

a y. i — £ = <1X1— £ — b, 

- n 

x x b 

* roo ^ ioo « 

V. 

Contentons-nous présentement de résoudre 
le problème dans le cas où son équation est 
du second degré, c’est-à-dire, lorsqu’elle est 

Maniéré X Z IOO X ~ IOOOO i , OU plutôt clier- 

ïrion géné. chons une méthode pour résoudre générale- 
ment toutes les équations du second degré, 
«and (Ugr'i Ceux qui voudront résoudre des cas plus éle- 


/ 
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vés du même problème, y parviendront fa- 
cilement aussi -tôt qu’ils auront vû dans la 
suite, les méthodes générales qui conviennent 
aux degrés que ces équations donnent. 

Ce qui se présente le plus naturellement, 
en cherchant une méthode pour résoudre gé- 
’ néralement les équations du second degré, 
c’est de voir la liaison qu’il peut y avoir entre 
ces équations et celles du premier : or, il est 
clair que toute équation du premier degré 
deviendra du second , si on quarre les deux 
membres : par .exemple , x -t- a — b donne 
étant quarré x 2 -+- 2 a x -+- a 2 = b 2 ; reste 
donc à savoir si, par une opération contraire, 
on pourroit rappeler toute équation du se- 
cond degré à une du premier. Prenons , par 
exemple, l’équation x 2 p x = q qui ex- 
primera tcîute équation du second degré selon 
les valeurs qu’auront p et q\ ces lettres pou- 
vant désigner toutes sortes de quantités posi- 
tives ou négatives. Suivant ce que nous ve- 
nons de dire, il n’y a qu’à voir si x 2 p x 
ne seroit pas le quarré de quelque quantité 
dont la première partie seroit x , et dont la 
seconde seroit une connue, afin de trouver, 
par ce moyen, l’équation du premier degré, 
qui , étant quarrée, seroit devenue x 2 -\-px=cp. 
Or , on voit facilement que x 2 -t- p x n’est 
pas un quarré , mais on voit en même temps 
qu’il peut le devenir par quelque addition , et 
. l’on a, comme oa sait, la liberté de faire cette 
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Le signe ,/ 
indique la ra- 
cine quarjrée. 
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addition , pourvu qu’on ajoute la même quan- 
tité de l’autre côté de l’équation. 

Afin de trouver ce qui manque à x 2 -hp x 
pour en faire un q narré, il n’y a autre chose 
à faire qu’à comparer cette quantité avec le 
quarré x x 2 ax -{- « j le terme p x ré- 
pondant à 2 a x, p répondra à 2 a et partant * 
a à i p : or, comme a 2 est ce qui manque à 
x 2 -h'2 a je pour en faire un quarré, le quarré 
de \p , c’est-à-dire, ~p 2 sera ce qui manque à 
xx-hpx pour en faire un quarré , c’est-à-dire , 
que x x p x -f- l p 2, sera un quarré ; il l’est 
en effet , et c’est celui de x - 4 - ~ p. Ayant donc 
ajouté \pp au premier membre de l’équation, 
il faut en ajouter autant de l’autre côté, et l’équa- 
tion sera xx-\-px-\-~pp = q~)r~pp. Or, la 
quantité x - 4 - ~ p multipliée par elle- même 
donner x -\~px- 4 ~ ~ p p ; il faut dont que cette 
quantité soit aussi égale au nombre qui multi- 
plié par lui-même donnera q \ p p . Pour 

exprimer ce nombre, ou plutôt cette quantité 

en général , on écrit V q - 4 - \p p employant 
lq signe I/, qu’on appelle signe radical, pour 
faire (1) ressouvenir qu’il faut prendre la racine 
quarrée de la quantité qui le suit, laquelle doit 


(x) Le nombre qui, multiplié par lui-même , en a formé un 
autre est dit sa racine quarrée , ou simplement sa racine ; 
eetle définition , connue en arithmétique , est aussi admise en 
Alfcelre pour toutes sortes de quantités. 
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êh*e toujours, pour éviter la çonfusion, sur- 
montée d’une barre,. ou renfermée entre des 
parenthèses. 

On a donc, en employant cette dénomina- 
tion x p = d’où l’on tire 

x — — \p-\- Vq-\- ^ p z , valeur de x dans 
l’équation proposée x x -+- p x = q , et celte 
valeur servira pour toute équation donnée, • 
aussitôt qu’en comparant cette équation avec 
x x-\~p x — q, on aura déduit les valeurs par- 
ticulières de p et de q. 


V I. 


Si on se souvient présentement que l’on a 
trouvé (K Part. art. LX. ) qu’en multipliant 
une quantité négative par une quantité néga- 
tive, il en résulte une quantité positive, de 
même que si on avoit multiplié deux quantités 
positives l’une par l’autre , on verra que la ra- 
cine d’une quantité positive pourra toujours 
être affectée du signe que l’on voudra , ainsi 
au lieu de l’équation 

X -h î P = -h ^ q 
K 


La racine 
quarrée d'une 
quantité est 
aussi bien né- 
gative que po- 
sitive. 


~ p I 2 , on peut écrire 
q -+- i P z , ce qui donneroit 


2 • d’où l’on tire ce 


Æ-f- ï p = 

alors #— Ÿ q-\~\p 
principe général qu’une équation quelconque 
du second degré, a toujours deux racines. Üo 
entend alors par racine d’une équation la va- 
leur de l’inconnue dans cette équation , il faut 

A 4 


_ ITrve équa- 
tion du second 
degrc a deux 
racines.c'est-i- 
dirc , deux va- 
leur» tïx. 


I 
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Formule 
contenint ces 
deux latines. 


Application 
de 1a formule 
précédente k 
l'équation de 
l’art. II. 


Séduction 
de la valeur 
à'x en for- 
mant la racine 
du produit par 
celle des pro- 
duis» ns. 
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bien prendre garde de confondre cette expres- 
sion avec celle de la racine quarrée. 

V I I. 

Pour renfermer dans une seule et même ex- 
pression les deux racines, ou valeurs de x dans 
l’équation précédente x à: -}- p x = q , on se 
sert du signe £ , et l’on écrit ainsi ces deux va- 
leurs x = — lp±^ q -+- p 2 . 

VIII. 

Appliquons maintenant cette solution gé- 
nérale à l’équation x x — ioo x = — ioooo ^ 
à laquelle nous étions arrivés dans le problème 
précédent. En comparant *cette équation avec ^ 
x 2 -hpx — q , nous aurons 

p = — ioo ; q = — ioooo * 
et faisant les substitutions de ces valeurs à la 
place de p et de q dans la formule générale 

x = — \ p àl ^ ff - f- î il viendra 
x — 5o + 2 ÔOO — ioooo !■ 

IX- 

On peut donner une forme un peu plus sim- 
ple à la partie radicale 2000 IOOOO - 

de cette valeur dex, en partant de ce principe 
que la racine quarrée du produit de deux , ou 
de plusieurs quantités, est le produit des raci- 
nes quarrées de ces quantités ; car, décompo- 
sant alors 25 oq — ioooo \ en ses deux produi- 
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sans 2Ôoo et i — ~ et prenant les racines de 
ces deux quantités, on aura 5 o etV^ i — —, 
dont le produit 5o \/ i — ^ , sera la valeur 
de V 2600 — ioooo b -> c’est-à-dire , que la 

valeur de x sera 5 o + 5 o i 

Quant à la démonstration de ce principe que 
la racine d’un produit quelconque , se trouve 
en multipliant les racines de ses produisans , 
elle est bien facile à imaginer , lorsqu’on se 
rappelle l’inverse de ce principe, c’est-à-dire, 
que pour quarrer un produit comme a b , on 
multiplie l’un par l’autre, les quarrés a a et b b 
de ses produisans a et b. 

X. 

Pour faire usage de cette valeur de x , il n’est E „ mp tedu 
plus besoin que de savoir quel est le rapport problème, 
qu’on veut qu’il y ait entre b et a. Supposons, 
par exemple , que b soit la partie de a , c’est- 
à-dire , que le négociant ait trouvé à la seconde 
année la somme diminuée de ce qu’elle étoit 
après la première d’une quantité égale aux 3% du 
* total , on aura par cette supposition ^ = -f-f- 

et 1 — ^5 = Tï , d’où la raciùie \S 1 — ^ 
sera ^,et donnera par conséquent x = 5 o + 5 o X j 
qui exprime à la fois 60 et 40. 

Or ces deux valeurs de x résolvent en effet 
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egalement l’équation x x — 100 a: = — 2400 
dans laquelle l’équation générale 
, x x — 100 x = — 10000 ^ se change par la 
supposition de - == •— : car, x x — 100 x de- 
vient également — 2400 , soit qu’on fasse 
x = 60, ou que l’on prenne x — 40. « 

On peut encore , d’une maniéré plus con- 
vaincante, reconnoître la nécessité des deux 
solutions 60 et 40. Car, qu’on suppose d’abord 
x = 60, c’est-à-dire, que la somme de iooooo’f, 
par exemple, perde 60 pour cent par an, il est 
évident qu’après la première année elle sera 
réduite à 40000 H\ 

A la seconde année elle sera de 16000^" en 
perdant encore 60 pour cent; or i6ooo : + sont 
plus petits que 40000^ de 24000!! qui sont les 
— de iooooo^. 

Qu’on suppose à présent que la même somme 
de 1 00000 + perde 40 pour cent par an, après 
la première année elle sera réduite à 60000 1 !, 
et après la seconde à 36oood : or 36ooo ! ! sont 
encore plus petits que la somme 6oooo : ! de 
la quantité de 24000!!, ou des de 100000 


x r. 

Autte Si on veut que b soit les — de a, on aura 

x = 5o + 5o ^ 1 — = 5o + 5o 

V' vj =' 5o Hh 3o , c’est-à-dire , ou 80 , ou 20 
qu’on trouvera encore résoudre également le 
problème. 
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X I I. 

• • b 

Mais si l’on suppose ~ a — \ on trouvera ' Troisième 

, , î J ejtmplo qui, 

X — 5o £ V I f , OU 5o + 5o ^ -j-. Or , demandant la 

s . i , racine d'une 

comme on ne sauroit trouver aucune quantité qum irén^a- 
qui, étant multipliée par elle-même, donne — , ,m ~ 

il s’ensuit que la quantité ^ — y ne sauroit 
être réelle, ou, ce qui revient au même, que 
le problème est impossible dans ce cas. 

Ainsi on peut être assuré qu’il n’y a aucune 
valeur possible à substituer pour x dans l’équa- 
tion xx — ioox = — — qui fasse que les 
deux membres en deviennent égaux ; ou , ce 
qui revient au même, que la somme a ne sau- 
roit être altérée chaque année, suivant aucune 
proportion donnée, qui soit telle que de la se- 
conde à la troisième année, la diminution soit 
d’une quantité égale au tiers du total. LesGéo- 
inetres regardent cependant comme une espece 
de solution ou de racine de l’équation 
* r — 100 * = — -S^, 1* valeur 5o ± 5o 
^ — 3 qu’ils trouvent alors ; mais ils l’appel- 
lent une racine imaginaire, et cette racine ima- 
ginaire à cause du signe + est toujours censée 
une double solution. • 

X I I L 

On voit, par la valeur générale Qneiiej^nt 

./ _ - , équations 

— 2 p T v q-\~ \ pp de x, que toutes les fois du «coud de. 
que la quantité désignée par q, sera négative facYn« 00 'soM 
et plus grande que ~ p p, les deux racines de ,ma s ,n * ires * 
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12 Elémens 

l’équation xx-\-p x — q, seront toutes imagi- 
naires. 

XIV. 

Lorsqu’on a une équation quelconque du 
second degré, on peut la résoudre sans la com- 
parer terme à terme avec l’équation générale 
x x-\ -px = q\ car on peut sans augmenter le 
calcul, répéter le même procédé qu’on a suivi 
en résolvant cette équation générale. Il ne faut 
pour cela qu 'ajouter aux deux membres le 
quarré de la moitié de ce qui multiplie x dans 
te second terme du premier membre , et pren- 
dre ensuite la racine quarrée des deux mem- 
bres. Qu’on ait, par exemple, à résoudre l’é- 
quation xx-\-8x — 9, en ajoutant des deux 
côtés 16, quarré de la moitié de 8, on a 
x x 8 x -h 16 •■= 9 16 = 2Ô. Et pre- 

nant ensuite la racine des deux côtés , on a 
x -f- 4 = + 5 , c’est-à-dire ,x = — 4 + 5 , ou 
x = — 9 et x = i , et ces deux valeurs résol- 
vent également l’équation x x -f- 8 x = 9. 

X V. 

Pour accoutumer les commençans aux dif- 
ficultés qu’on renfpntre dans les problèmes du 
second degré , nous leur proposerons encore le 
problème suivant: 

Trouver sur la ligne qui joint deux lumiè- 
res quelconques , le point où ces deux lumières 
éclairent également , en supposant ce principe 
de physique , que V effet d’une lumière çst qua- 
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tre fois plus grand , lorsqu'elle est deux fois 
plus proche , neitffois plus grand , lorsqu'elle 
est trois fois plus proche , ou pour s’ expri- 
mer comme les Géomètres , que son effet est en 
raison renversée du quarré de la distance. 

Que a exprime la distance qui est entre les 
lumières données , et que le rapport de rn à n 
soit celui qui est entre l’effet de la plus petite 
lumière à une certaine distance, et l'effet de 
la plus grande lumière à la même distance. 

De plus, que x exprime la distance.de la 
plus petite des deux lumières à un point pris 
à volonté sur la ligne qui joint les deux lumiè- 
res , il est clair que a — x sera la distance du 
même point à l’autre lumière, que les quarrés 
de ces deux distances seront x 1 2 et x 2 — 2 ax 
■4- a 2 , et par conséquent que les quantités qui 
«eront en raison renversée de ces quarrés seront 
entr’elles comme ^( 1 ) et — 

De là il su^ que si les lumières étoient 
égales, les effets qu’elle produiroient chacun® 
dans ce même point, seroient entr’elles comme 

lh à SV- a « » + a a 5 mais ces Ornières ayant 


(1) Ceci doit être facile à entendre à ceux qui auront vu 
dans l'Arithmétique ce que c’est que des raisons renversées. 
Il n'y a pas plus de difficulté à voir que 

I J 

— et — - — — sont e®raison renversée de*® et de 

kx xx-m2ax + aa ^ 

ïï-îiJi + aa, qu’à voir que j et£ sont en raison ren- 
versée de 3 et 4. 
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des quantités absolues qui sont entr’elles dans 
la raison de m à n, leurs effets doivent donc 
être entr’eux comme 


m > n 

— a — . 

xx xx — a a x ■+ a a 


Présentement pour que le point pris à vo- 
lonté devienne le point demandé , il ri y a autre 
chose à faire qu’à égaler ces deux quantités , 
ce qui donnera l’équation m a a — 2 a m x 
-t - m x x — n x x , qu’on résoudra ainsi. 

On commencera par passer les termes m x x 
et 2 a m x dans l’autre membre , ce qui don- 
nera n — m X oc x 2 a m x — m a a , ou 

a a m a a m 

X X - 4 - X = . 

n — m b — m 

On ajoutera ensuite aux deux membres de 
cette équation le quarré de la moitié du coeffi- 
cient du second terme, et l’on aura 


a a m m 


a a m 


X n — m n -m ' 

dont le second membre devîfcnt.. 
- a m -" en mettant les deux tenues 


a a m m 


n — * m 
a a m 


~ au même dénominateur et en 


réduisant. 

Cela fait , ou prendra la racine des deux 
membres de l’équation , et l’on aura 

* + ~ = t V~ 


OU X = 


a m 
n — rn 


m 

a 


2 y 

V 


m n f en pre- 
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nant la racine de la partie — a , qui est un 

n — m 

quarré parfait, et laissant sous le signe radical 
son multiplicateur mn, qui n’est pas un quarré, 
du moins dans toutes les valeurs de ni et de n. 
Donc les deux valeurs d’x qui résolvent l’é- 
quation précédente, et par conséquent le pro- 
blème qui a conduit à cette équation, sont 
exprimées par la formule 


x 

x 


V m n , ou 


m + y 

XVI. 


m n. 


On voit par cette expression que l’une des pt d ' c u é ! 
valeurs est nécessairement négative , et l’autre dent< ? 1W 

. . . î i * 7 t*t ncccssatre- 

positive. i°. si on prend le signe — pour la ment positive, 

*■ # _ 1 # ° 4 l’autre négati- 

quantité radicale 1/ mn, il n est pas douteux ve. 
que la quantité totale ne soit négative. 2 °. Si 

on fait (/ m n positive, — m-f- K mn qu’çn 
a alors sera positive, parce qu’ayant fait par 

la supposition n plus grand que m , V rn n 
doit être plus grand que m. 

XVII. 

4 

Si on cherche présentement l’usage qu’on Us4gedelll 
doit faire de la valeur négative, on trouvera, vak “ rné 8* ri * 
en se rappelant , ce qu’on a vu ( I. Part. art. 

LXIII.) sur ces valeurs dans les équations du 
premier degré, qu’elle doit être prise dans un 
sens opposé à la première, c’est-à-dire, que le 
point qu’elle donne pour résoudre ce pro- 

• 
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blême , au lieu d’être placé entre les deux 
lumières, sera placé sur le prolongement de 
la ligne qui les joint du côté de la lumière 
la plus foible. 

On n’aura aucune difficulté à admettre cette 
position de la valeur négative de x , lorsqu’on 
remarquera que cette même valeur n’a été 
trouvée négative , que parce qu’on a résolu 
le problème , en regardant le point cherché 
comme placé entre les deux lumières; car si 
on avoit fait attention à la possibilité de pren- 
dre ce point sur le prolongement de la ligne 
qui les joint , on auroit eu un autre calcul 
relatif à cette position , et Vx qui auroit été 
alors placé naturellement sur le prolongement 
de la ligne qui joint les lumières, auroit été 
positif. 

X V I 1*1. 

# Pour notfs faire mieux entendre, nous al- 
lons reprendre le problème en entier, en 
Supposant le point cherché sur le prolonge- 
ment de la ligne qui joint les lumières. La 
distance de ce point à la plus petite lumière 
étant toujours nommée x , sa distance à la plus 
grande lumière sera alors a -+- x , les quarrés 
de ces distances xx et aa-t-zax-hxx, 
les deux quantités de lumière — et — : — —, — > 
lesquelles étant égales par les conditions du' 
problème, donneront ^+;* x+xx ou. maa 

-h 2am x-hmxx = 7i x x , ou. 71 — m X xx 

% 
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2 a m x m 

— 2amx=maa , ou xx ^r ffl ' = "Zrür a & 

qui étant résolue donnera 

x = * - * w — v ' m ? dont la première valeur 

« — • m -T 

— sera positive , et la seule qui résoudra 

exactement le problème dans le sens où il est 
proposé alors. • 

Quant à la seconde valeur ° ^ >m ” qui 

est négative , elle doit être alors prise dans un 
sens opposé à la première, c’est-à-dire, que le 
point qu’elle donne doit être placé , non comme 
on l’a supposé dans le calcul , sur le prolonge- 
ment de la ligne qui joint les deux lumières, 
mais sur cette ligne elle-même. 

Ainsi dans cette nouvelle solution on a , par 
rapport aux signes , tout le contraire de ce qu’oil 
avoit dans la première, et ces deux solutions 
confirment ce que nous avons déjà vu dans la 
première Partie, art. LXI 1 I, que les inconnues 
qui deviennent négatives , doivent toujours 
être prises dans un sens opposé à celui qu’on 
leur a donné en exprimant le problème. 

X I X. 

Nous ôterons, je crois, tout embarras aux 
lecteurs , sur ce problème, en prenant un exem- 
ple. Supposons que n— 4 m , c’est-à-dire, que 
la plus grande lumière ait quatre fois plus de 
force que l’autre , en substituant cette valeur 
de n dans la formule générale de l’article XV, 

Tome II. B 
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a — . ~ 

x — u — m X m ± V rnn\ elle deviendra 
x = | X — i t — 2, c’est-à-dire, ou -+- | a , 
ou — a , qui fournissent deux points également 
propres à résoudre le problème , l’un placé 
entre les deux lumières deux fois plus près 
de là foible que de la forte, et l’autre sur le 
prolongement de la ligne qui joint ces lumiè- 
res , et à une distaqpe de la foible égale à celle 
qui est entre les deux lumières. Or , il est 
très-facile de voir sans Algèbre que ces deux 
points résolvent également le problème, puis- 
qu’ils sont l’un et l’autre deux fois plus près de 
la lumière foible que de la forte , et que la forte 
est quadruple de la foible. 

X X. 

Les principes que nous venons de donner 
sontsuffisanspour toutes les équations du second 
degré ; mais comme les commençans ne peu- 
vent guères les posséder qu’en les pratiquant, 
nous allons les exercer à la résolution de plu- 
sieurs équations : il en résultera cet avantage, 
.qu’outre qu’ils en auront mieux la méthode , 
ils apprendront en même-temps de nouvelles 
opérations d’Algebre , qui sont sans doute dûes 
aux recherches que les premiers Analystes ont 
laites sur les équations du second degré. 

NoutmuÎ Soit b x x =* 2 c* x 2 c c a , en ordon- 
«empies d e imnt cette équation , c’est-à-dire , en passant les 
quauon» n,d du termes affectés de x du même côté , et divi- 
*ccomi degré, sant tous les termes par le coefficient de xx. 
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on aura x‘ 


a cc x 


cca 


b ~i~> aux deux mem- 

bres de laquelle ajoutant ^ ,.et prenait en- 
suite la racine quarrée , on aura 

x i-f — + |/î*' e ab + * 

b “r 


bb 


+ î ^ zab c c , c’est-à-dire 3 


x = 


cc±c V a b + cc. 


Soit ff -h g g — 2 g x + x x = qui 

devient d’abord 

# x h- 2 g x —ff-h gg, et ep§ujçe 
... //»» + e e n » j 


nn 


X X 

OU 


x — ... 

mm — nn ritm — nn 

2 g nn x g g n* 

mm?~Qn 
ffnn + ggnn 
m m — n n 


XX 


Ht m—n* 

te** 


m ni — nn 
ffnnmm-i-ggnnm m‘— f/n* 

a ... _ 

mm — nn • 


d’où l’on tire. . . 

x -+■ ■ ?* - - = + n XJi™ * « * ~/fr » . 

J71 /n— n R ““ 

n 


«/» — a n, 


ou x ± ^ ffrnm+gg/nm—Jpm 

Soit a bc — a ff-^-xa fz =a z z -r— b z z 
qui étant d’abord ordonnée deviendra 

nbc-aff .. 

— — , ensuite 

I — O ' 

iic — aff naff 


aaf 

ZZ ~Z 

a— b a - 

zz — ïîlz + tgf. 

a — * 


a — b 


a a b c — a b beu. a bff * . -, 

= ==j qui donne , 

Z — - ^ aabc — à b b e+a >// . 




B a 
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Soit à présent l’équation 
4 a ~ — - 2ax — iQab — 18 b b, en or- 

donnant on aura x x — a x — za a — 9 a b 
9 b b , on x x — a x ~ a a = ^ a a 
— 9 a b - 4 - 9 b b qui donne x — T a 

iiK \ a a — 9 b a H- 9 b b. 

On réduira aisément cette quantité si on a 
vu , et on ne pouvoit guères manquer de le voir 
dans tout ce que nous venons de dire, que le 
quarré d’une quantité composée de deux ter- 
mes, devoit être égal à la somme des. quarré^ 
de chacun de ces deux termes , et au double 
produit de ces deux termes. 

Car , trouvant dans la quantité | a a — gba 
- 4 - 9 b b les termes f a a et 9 b b qui sont 
les quarrés de § a et de 3 b , et le terme 9 a b 
qui est le double produit de § a et de 3 b , on 
voit aisément que cette quantité f a a — 9 b a 
- 4-9 b b est le quarré de a — 3 b. Donc au 

lieu de l’expression. V ~a a — 9 b a-\~ gb b , 
on peut écrire simplement | a — 3 b: donc 
la valeur de x est alors \a t 3 b, c’est- 

à-dire ,ou 2 a — 3 £ , ou — a -i -3 b. En effet, 
l’on voit que ces valeurs résolvent également 
l’équation donnée. 

XXI. 

Gomme dans les différentes équations du se- 
cond degré qu’on peut avoir à résoudre , il 
arrivera souvent des cas de même nature que 
celui qu’on vient de trouver, il faut avoir 
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quelque méthode sûre et générale pour recon- 
noitre les quantités qui sont des quarrés, et 
pour trouver leurs racine»; cette méthode est 
aisée à tirer des principes que nous venons 
• d’employer dans l’exemple précédent ‘ 7 en voici 
le procédé sur un autre exemple. 

Soit la quantité 3o a b -f- 9 b b -h 2Û a 2 
dont on demande la racine quarrée. : 1 lancine qw-. 

J’ordonne d’abord cette quantité par rapport sur sa cxcml 
à une des lettres qu’elle contient , par rapport ple- 
à a , par exemple, et j’écris par conséquent 
cette quantité , ainsi <jum on la voit dans la Table 
ci-j ointe, case 1. 

Je prends ensuite la racine du premier terme 
25 a 2 -, laquelle est 5 a y que je prends pour ' 
premier terme de l’a racine cherchée , et que 
j’écris à côté de la quantité proposée 2Ô a * 

3o û a -t- 9 h b, ayant tiré auparavant une 
barre pour éviter la confusion. Je place alors 
sous la proposée le quarré 25 a? de 5 a> en lui 
donnant le signe — , je tire une barre et je • 
réduis, j’ai, par ce- moyen , la quantité 3o b a 
H- 9 b b que j’écris sous la barre ; cela fait , je 
double 5 a, ce qui me donne 10 a que j’écris 
au-dessous de 5- a , et je divise ensuite le pre- 
mier terme 3o b a de la quantité 3to b ar^qbfy 
par 10 a y et j’écris le quotient 3 b,, qui est 
le second terme de la racine cherchée à côté 
de 5 a, je l’écris en me me temps à côté de 10 a, 
et je multiplié ce nouveau terme 3~û de la ra- 
cine par la quantité inférieure 10 a-\- 3û, or* 

B 3 
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observant, comme dans la division, de chan- 
ger les signes en écrivant le produit sous la 
quantité 3 o a b 4- 9 b b ; faisant alors la réduc- 
tion, et voyant que tout se détruit, je conclus 
que 5 a 4- 3 b est la racine cherchée. 

XXII. 

Pour fortifier les commençans dans la mé- 
thode d’extraire les racines quarrées, il ne sera 
pas inutile de leur faire parcourir les deux 
exemples suivans : 

Soit d’abord proposé d’extraire la racine quar- 
rée de la quantité 4 a 2 — 4 b a 4c a~\~bb 

— âci+ce ordonnée par rapport à a. 

Je commence par prendre la racine de 4 a 2 
laquelle est 2 a que f écris à côté de la pro- 
posée, (Voyez la seconde case de la Table 
ei-jointe) je retranche ensuite le quarré 4 a a, 
et j’écris le reste — 4 b a-\~4 ca-4-b 2 — 2c b 
4- 0 c\ je double 2 a, et j’écris le double 4 a 
au-dessous ; je divise le terme — 4 b a par 4a, 
et j’écris le quotient — b , tant à Côté de la 
racine que du diviseur 4 a. Multipliant alors 

£ par 4 a — b , j’ai, en changeant les signes, 
-4-4 b a — b b que je place encore sous le divi- 
dende, et j’ai, après la réduction, -4-4 c a 

— 2 c b -H c c qui doit servir encore de divi- 
dende ; jé double alors la racine 2 a — b , et 
j’écris le double 4 a — 2 b au-dessous ; je divise 
4-4 c a par 4 a * et j’écris le quotient 4- c à 
oôté de la racine 2 a — b , et à côté du divi- 
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seur. Faisant ensuite la multiplication de -h c ' 
par 4 a — 2 A -4- c , et écrivant avec des signes 
tlifférens le produit sous le dividende, tout se 
détruit, d’où je conclus que la racine est*|>os- 
sible , et qu’elle est 2 a*— b -|- c. 

Soit ensuite proposé d’extraire la racine quar-^ 
rée de la quantité 

4x*-\-Qax3-{-4a?x 2 -\-i6b % x 2 -\-l6b 2 ax-\-l6b* 
ordonnée par rapport à x : en suivant les opé- 
rations qui sont écrites dans laTable ci-jointe, 
case 3 ,^n verra facilement que la quantité est 
2 x x 9 2 « x 4 b h. 

X X 1*1 I. 

• 

Dans les différens exemples que nous avons 
donnés sur les résolutions des équations du se- 
cond degré , les commençans n’ont guères pu 
trouver de difficulté que lorsqu’il étoit ques- 
tion de réduire les quantités radicales en ôtant 
de dessous le signe , les quantités quarrées qui 
étoient des produisant de la quantité radicale : 
en effet cette opération est la plüs délicate de 
celles qui peuvent entrer dans la résolution 
des équations du second degré , il est donc 
important que les commençans s’appliquent à 
la pratiquer Facilement. Pour les aider à y par- 
venir , nous joindrons ici les exemples sui- 
vans : 

V AÜaabc — 4a y 3 bc 

B 4 
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Exemple» ' 

de réduction 

de quantité» . 

iSdiçalçs, ■% / 0 a.hhm m 


VE b + 4 a a b b + 4 a b 3 a •+- a bV a b 


PPW 


*<• 

U abb 


9 8 


r * ni p ' t 
7 a 


77i 


XXIV. 


Le» quant}. Presqu’aussi-tôt que les équations du second 
point de raci- degré ont fait counoître les quantités irration- 
^'"“^‘.nelles ou incommensurables ( on appelle ainsi 

ou irrationnel quantités qui n’ont point de racu^s exac- 
le».' ^ " tes), on a été obligé de faire sur cesfpiantités 
les mêmes opérations que sur les quantités 
rationnelle ou commensurables , c’est-à-dire , 
qu*on a eu à ajouter, à soustraire, à multiplier, 
à diviser des quantités, ou toutes incommen- 
surables, ou en partie incommensurables, et 
en partie commensurables. • 

* L'additif* Quant à l’addition et à la soustraction des 
«’• ,0 d r«; quantités radicales , elles ne renferment aucune 
quantité» ne difficulté que -celles de la réduction de ces 
*uuc&uua. mêmes quantités à leurs plus simples expres- 
sions. ' -- 

* 

• 1 • * •> • * * • , • 

• 

Par exemple , s’il faut ajouter ^ 48 abb 
avec b V rj{ j cf } je change la première de ces 
quantités en 4 b ’V 3 a , et la seconde en $ b ^ à 
dont la somme est g h V 'àa K 
• < 

m 
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De la même maniéré 

= s± c ^J7. » 

1/ a^b — â t aabb-\-^ab3 = -^ // ab. 

« 1/: 


a' b 


3 aa-h6 a c +j c c 


b c '/ a b et a , 

— ni** V 5 — 


X 


\/ a b 

— 9 

a -4- « 


xxv. 


A l’égard de la mul Implication, si les quan- 
tités q’u’on veut multiplier sont toutes deux 
incommensurables , il est clair qu’il n’y aura 
autre chose à faire qu’à multiplier les quan- 
tités qui sont sous le signe radical, et mettre 
le même sigce radical à la tête du produit; 
s’il se trouve alors des réductions à iàire, on 
les fera comme ci-dessus. 

Qu’on ait à multiplier, par exemple, 

^ a £par ^ac, on écrira ^ aabc 9 oua ^ b c. 

De même 

J/ 3 cdx V 4fgcr=\/ izfgcc d—i cVZfgd. 

Lorsque les quantités radicales qu’on aura 
à multiplier seront égales , il faudra simplement 
ôter le signe radical. Pour multiplier, par exem- 
ple, V a 3 cd', par ^ a.3 cd , on écrit simple- 
ment*la quantité a3 c d sans signe radical. 

Si la quantité qui multiplie un radical est ra- 
tionnelle, il faut se contenter de l’écrire devant 
le signe avec une bari-e au-dessus lorsqu’elle 
a plusieurs termes; si on vouloit la faire en- 




! 

Multiplica- 
tiüodt» incom. 

mcnsuiabkj- 
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I 

trer sous le signe radical , il faudroit la quar- 
rer auparavant. . 

Par exemple , le produit de a -4- b par 


la+ .bVMîn 

OU i/: ffC X aa+-2ab+bb. Qu \/ fi 6X 


-b b 


a + by 
a — b 


fs/ 


OU 




2 a y/iï±t± X — 3a\Z a -l±*ï 

C d 


6aa%aa + bb 6a*+4aabb 

s/ c d \/ c d 

^ a-\~bX ^ a — b = ^ / a a — b h n 

S’il est question de multiplier des quantités 
composées de plusieurs autres , ou toutes radi- 
cales , ou en partie radicales et en partie incom- 
mensurables , l’opération ne sera pas plus dif- 
ficile que les précédentes , pourvu qu’on se rap- 
pelle les réglés ordinaires des multiplications 
des quantités complexes. 

» > 

Par exemple, 3 a Y bc — a ab 

= 6 abc ^flc — 4 a b b c 

_________ " ‘ ‘t * 

a- f- ^ aa — bbXa-\-^aa — bb 
= 2 aa — bb- f- 2 aV aa — bb. 

K» ■■ 1 — 1 ■ ■ ■ - • ■ ■' —— «»!■■■ - 

a+y aa—xxXa — Y aa — xx — xx. 


•> 
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XXVI. 

lorsqu’il s’agira de diviser deux quantités . Dmuon d«* 
tionneUes l’une par l’autre , on divisera les «bie*. 
ntités qui seront sous le signe, et Ion met- 
le signe devant le quotient. 

>’il faut diviser une quantité irrationnelle par 
rationnelle, on mettra simplement la ration- 
e sous l’autre, avec une barre assez longue, 
ir qu’on puisse connoître que le signe neporte 
dessus ; si on veut , au contraire , que le signe 
ical y porte, il faudra quarrer le .diviseur, 
i’il y a des quantités commensurables devant 
radicaux, on les divisera à l’ordinaire* et 
écrira leur quotient à côté du quotient ra- 
al. Toutes ces choses s’entendront sans au- 
.e peir^, par les exemples. 

n/TÏ _ xcÿbe _ él/ c . ^^ty/TTc 


>/ a 


a \J b 


= 3c 


y/ aà — x » 


■=y a X'y 


V *•+- x 

bb — bbxx à + x , 

^ = bV —x‘ 

• XXV11. 

le qu’on vient de dire sur les équations du 
ond degré , suffit lorsque ces équations ne 
ferment qu’une inconnue ; mais comme on 
contre souvent des problèmes dans lesquels 
>t nécessaire d’en employer plusieurs, il faut 
r comment Fon traite cës pfdblêmes , nous 
-ndrons dans cette vue l’exemple suivant. 
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XXVI. 

Lorsqu’il s’agira de diviser deux quantités .Divwonde* 
irrationnelles l’une par l’autre, on divisera les 
quantités qui seront sous le signe, et Ion met- 
tra le signe devant le quotient. 

S’il faut diviser une quantité irrationnelle par 
une rationnelle, on mettra simplement la ration- 
nelle sous l’autre, avec une barre assez longue, 
pour qu’on puisse connoître que le signe neporte 
pas dessus ; si on veut j au contraire, que le signe 
radical y porte, il faudra quarrer le .diviseur. 

S’il y a des quantités commensurables devant 
les radicaux , on les divisera à l’ordinaire * et 
on écrira leur quotient à côté du quotient ra- 
dical. Toutes ces choses s’entendront sans au- 
cune pein^, par les exemples. 

Æ 1= ci/ 


a y/b 


C‘, 


1 1 a e y /6 b c 
+ Cy/ 2 b 


— 3a^3cj 


y/aA—XX J/ *™— - 


y/ 4+ * 

y/aabb — bbxx l\/ ^ + * 

• x x v i i. 




Ce qu’on vient de dire sur les équations du 
second degré , suffit lorsque ces équations ne 
renferment qu’une inconnue ; mais comme on 
rencontre souvent des problèmes dans lesquels 
il est nécessaire d’en employer plusieurs, il faut 
voir comment Fort traite ces prôblêmes , nous 
prendrons dans cette vue l’exemple suivant. 
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du Second de- Trouver trois quantités en progression ( 1 } 
dl e,U phLTeuK géométrique , dont la somme soit donnée , ainsi. 
inconnues, fa somme d e faurs quarrés. 

Soientles trois quantités cherchées x, y, i,on 
aura par Ja nature des progressions : x : y —y : z y 
c'est - à -dire, y y — x z' y de plus, parce que 
leur somme est donnée, en nommant cette 
somme a , on aura x -f - y -4- z — a * enfin en 
nommant la somme de leurs quarrés b b , on 
aura , par la derniere condition du problème y 
x x 'dry y “f* z z — h b. 

Pour faire usage de ces trois équations , on, 
commencera par chasser z au moyen de sa va- 
leur a — x — y tirée de l’équation x -Hy+z = a ; 
substituant donc cette valeur de zdans les deux 
autres équations, elles se changeronsSjen 
zy y zx x-\~ zxyA-aa — WÊt x — zay 
— b b, et y y = a x — x^x — x y. Pour chas- 
ser ensuite celle qu’on voudra des deux incon- 
nues que renferment ces deux équations, on 
trouvera la valeur que cette inconnue a dans 
chacune de ces équations, et on égalera les deux 
valeurs que l’on aura par ce moyen , opérations 
faciles par les principes précédens. Que x soit 
cette inconnue à chasser, la première équation 


(i)Trois quantités dont la première est à la seconde, comme 
la seconde à la troisième , tcHcs que 8 , iü , 18 , par exemple-» 
sont dites en progression géométrique, ou en proportion con- 
tinue. On ne saurait entendre la théorie des proportions ^ 
qu’on ne sache en même temps celle des progressions* 
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donnera x — — 5 y -f- \a 

± V ^ - -^-lyy'+Aoy, 

et pour la seconde x — — î y ■+■ t a 

il * , ~ a* — j a y — f y y. Il n’y a donc plus 
qu’à égaler ces deux valeurs, ce qui donnera 

l’équation .......... 

»• -ij H - s a 

4 * ^ ^ ad 3 | 

r y fyy-h ia jr 

^ — 1 _ L ay _ji yy 

qu’il ne s’agit plus que de résoudre. 

• 

On remarquera premièrement , que les ter- 
mes — ~ y -h \ a sont communs des deux côtés, 
et que par conséquent l’équation, se réduit à 

X V - -_,â yyH .| Æy # 

= - ^ \ a a — îr«y — f y y. Or, en 
quarrant les deux membres de cette équation, 
les deux radicaux disparoissent tout de suite, 
et l’équation devient en réduisant a y — ~ a a 

— ; b b qui donne y = a ---^ b b , substituant 

ensuite cetté valeur dey dans l’une des précé- 
dentes de a:, on aura x = ~ a b b 

y Ü _ 

±V Laa — \aa+\bb—^aa + \bb—±^ 

ou x — — Z 1 et en 

4 a 

substituant la valeur de x et celle de y dans z 
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— x — y, on aura enfin,. 
aa + hbzz ^ 10 bb aa 


j a* — 3 i* 


4 a 


XXVIII. 

Comme on est arrivé, dâns cette solution, 
à une valeur extrêmement simple pour y , 
après avoir eu des radicaux assez composés, on 
doit soupçonner qu’on pouvoit y arriver par 
une voie plus courte : en effet, avec un peu de 
réflexion, on trouve facilement la méthode 
suivante. 

Autre ma- Soient reprises les deux équations x a — a x 

liete de résou- * Ji a a „ 

-+■ J x — — — — - y -\-a jet x 2 -+- xy 
— a x = — y y -, en retranchant ces deux 
équations l’une de l’autre , on a 

o = : hû r 3 dou Ion tire 

y = * * a ~ > qui i étant substitué dans l’une 


niere de résoU' 
dre les équa- 
tbut précéden- 
tes. 


ou l’autre de ces deux équations , donne 

a a x — b b x 


__ * 

X 


2 a 


a x 


— -f •26abb — b* 

= ■ > OU X 

4 a a 2 a 

— -f- .2 a a b b b* jj v i« . • i a 

_ — r 9s — d ou I on tire la meme 

4 a a 

Valettr de x que ci-dessus. 


- - . ' XXIX. 

• - ' , \ > ; 

Dans ce proHeme, on a eu des quantités 

qui se sont détruites par une espèce de hasard, 
Og qqi ? estrçn^rçent les calculs ; ju^is 
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comme leséquations du second degré, à plusieurs 
inconnues, n’offrent pas toujours de pareilles 
facilités, il faut savoir ce qu’on doit faire dans 
des cas moins simples. Pour cela soit pris, par 
exemple, les deux équations 

x 2 -+- a x — 2 xy = a a -+• 2 y y ; 
xx — 2 ax - f- x y = 2 a a — y y. 

La première de ces équations donne ,, Exemple 

1 - . . — — d’cquition du 

x = — Vu - 4- y + V i u a — degré à 

r , ^ ^ > deux inconnues 

i autra donne plus compu- 

x — a — ±y + V~ 3 aa — ay — | yy égalant cèdent* Upr *" 
ensuite ces deux valeurs, et réduisant, on a 

V T U U — ay h- 3 y y 

* 

= + V r 3 a a — a y — 

Pour faire ensuite évanouir les radicaux de , 

cette équation, je commence par quarrer'les 
deux membres , ce qui me donne | y y — § ay ■ 

*u. 

-+- | a a + 3 y — 3 av -au — a y -(- à y y 
-b f a a —ay-V 3 y y =3 aa — ay — \yy 
qui contient encore un radical. Afin de le laire 
disparoîtrè , j’écris ainsi cette équatiori 

... — ~ a a -j- ~ a y — 6 y y = + 3 y — 3 a 
a à — a y -f- 3 y y, 

en la réduisant et laissant la quantité radicale 

+ 3 y — a V -an — a y -f- 3 y y 
seule d’un côté dei’équation jeela fait, je quarre 
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les deux membres, et j’ai 

i — 2 a 3 y -\-L 2 -L a ayy — 54 n y 3 -+- 36 y 4 

= 9 y y — 18 a y -4- 9 a a X \ aa — a y -h 3 y y 
ou eu réduisant 

finaiauqt" 9.r 4 4* 9 a J 3 ~ 3° « a J JT H" 27 a3y = I I «4 
u conduisent c’est-là l’équation qui résulte des deux précé- 
ccjequauonj. et ce ]] e qu’il faudroit résoudre pour 

avoir la solution du problème qui auroit donné 
ces deux équations : on voit par-là .qu’il n’en 
est pas des équations du second degré à plu- 
sieurs inconnues, comme de celles du premiei', 
qui ne donnent jamais une équation finale d’un 
autre degré qu’elles. 

XXX. 

Amre m*- Q n p eu * sans avoir la peine de résoudre 

ni :re de traiter , ^ , r , .i -i 

îcmimeexem- les équations du second degre, et de chasser 
ensuite leurs radicaux, parvenir également à 
l’équation finale. 

Soit repris , pour le fairo voir , les deux équa- 
tions précédentes, et soit tirée la valeur dexx 
de chacune d’elles , la première fournira 
x 3 = au + 2 y y ' — a x -f- 2 x y, 
la seconde 

x 3 = 2 a a — y y H- 2 ax — x y. 

• ‘ *s *s 

Egalant ces deux valeurs , on a a a 4- 2 y y 
H- 2 x y — a x — 2 a a — y y — x y 2 a x , 

d*où l’on tire x = -- y a ~> dont la substitu- 

î a ~~iy . 

tion dans l’une ou l’autre des deux équations 
données , dans x x — 2a^4 xy — 2aa — y y, 

par 
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o y4 — 6aayy’‘\- a+ , 

par exemple , donne ^ — • • 

( 3 a — 3y )* 

■4- = 2 a a — y y qui étant ré- 

duite , produit la même équation 
9 j 4 9 «Z j-3 — 3o aay y - h zj y = il <z 4 . 

XXXI. 

Pour habituer les commençans à se servir de 
cette méthode qui est d’un grand usage dans 
l’analyse ; qous allons l’appliquer aux deux 
équations 

x 2 - 4 -axy -\~b x = cy * -\-dy~\-e 
x 2 + fxy ~\~gx = hy 2 -jr i y -\~k 

qui contiennent chacune la plus grande com- 
plication que puissent avoir les équations du 
second degré à deux inconnues. 

Tirant une valeur de x 2 de chacune de ces 
équations et les égalant, on aura 

(a—f)Xxy + (b — g) X x=(c—h)Xy* 
-+- ( d — i) X.y + (*—-£) 
laquelle , en faisant pour abréger les calculs,- 
a — f — Z; b — g ~m- } c — h ^ n) 
d — i ~ p ‘ e — k =s q 

se change en Z x y -4- m x = ti y* -h P y -+- <J » 
d’où je tire x = Or , substituant 

celle-ci dans l’une ou dans l’autre des deux équa- 
tions données , dans la première , par exem- 
Tome IL ' G 



pie, j’ai 
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(» y* +py+ <i) , («y4->)x(«y * +py+?) 

( ly + m )* + « 

*= cj 2 4- dj- + e 

ou ( ny 2 4-py-+- ^)+(«j4-Z» ) X (wy 2 4- py 4- çj 

X(ly-\-m) = (cy 2 4~ ^y -+- e) X (Zy 4- w.) 

Si on fait alors les opérations indiquées, que 
Ton réduise et que l’on ordonne, il vient enfin 

4 1 bln>\-amit-\-aIp + 2np — 2 ml c — l’ d y g 

* - aln + nrt — l' c 

, b mn+q al+p bl + p am + p' + mq — m' c~-> îmld— tU 2 ‘ 
*« aln-^-nn — l* c J 1 

« btq^-amq + bmp + îpq — m* d — % tn t l 
”1 «!• + »*- l % e y 


= "Yt >.+»*-* T ^ > équation du quatrième 
degré qui résulte des deux équations du second 
degré les plus générales. 


XXXII. 

Si on avoit des équations telles que xxy 
4 - a xy =pabb etx xyy -hccyx — a*, ces 
équations ne seroient pas comptées parmi ceÿes 
du second degré parce que le produit inconnu 
y énnti un de x* par y renfermant trois fracteurs et du 
troisième degré et que celui de x 2 par y 2 
lem ' n , t au . ,e * qui en contient quatre, est du 4 me ; mais la 
traiceroit d« méthode précédente servxroit avec la meme 
^tbnj dcuX facilité à chasser les x de ces deux équa- 
tions. Pour le faire voir, supposons que «■ 
représente toutes les quantités composées d|y 
et de connues, à quelque degré qu’elles mon- 
tent , qui peuvent multiplier x 2 dans l’une des 
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équations données ; a toutes celles qui multi- 
plient x dans les mêmes équations ; y les quan- 
tités entièrement connues qui sont de l’autre 
côté de la même équation, c’est-à-dire que cette 
première équation sera « x 2 -f- js x ~ 7. Que 
la seconde soit de même /' x 2 -+- • x = 9. 

On tirera de la première x 2 = d e 

la* seconde x 2 =• — ■- * ■- lesquelles étant égalées 
donnent >/— £/* = ** — « «* d’où l’on tire x 
— ~T~rj7> qui» étant substitué dans l’équation 
*• + & x = ^ donne « x (* — y /jV - t *) x ( ♦ * — y*) 

• » t ) dans laquelle mettant pour 

leurs valeurs composées de r, et de connues, 
l’on aura l’équation cherchée. 

XXXIII. 

m 

Si les x , ainsi que lesy , montoient chacune twjifin. 
à des degrés plus hauts que le second , q j-] droit rtire pour 
pourroit encore, dans ce cas, employer la mé- /inT\' 
thode précédente : supposons, par exemple , S?" 
qu’on ait les deux équations «îeœcdegns, 

*’-» -yx = t. «1 4 .?*.+**=:» , dans lesquelles 
«, fi. y, t, «. i. z. » représentent toutes sortes de • 
quantités composées d’y et de connues, on 
commencera par prendre x^ dans chacune de 
ces équations, et on égalera ses deux valeurs, 
ce qui donnera . .. 

* — Px*-~yX » — * % X 

I A 4 ‘ ‘ * .. • • *v* - * • .* ** 

C a 
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ou / • — » Æ *’ — y I * = k <f « *• — X* *. OU (*«—•£) 
x**=(r*—;t«)x * + «* — /• dans laquelle x n’est 
qu’au second degré. Multipliant ensuite cette 
équatiôn par « x , ainsi que l’équation *» j + j8ï’ 
+ y x — s par ♦ « — j’ai les deux équations 

(9 «*-i « ( X *’={> • * — X *’x *’ H- (» • “ — ^ » «0 X *, «* (♦*’-*• ««£ ) 
X ** + (Æ f « — £*»)X ** + (>**-• V* fi) X*=JX(*« — <;8) 

desquelles je chasse x 3 comme des deux pre- 
mières équations , ce qui donnera 
* ((> • —x ‘H- Æ ( t* — £«)) **+«((••-/.)+»( •£)) *=*(**— £ •) 

dans laquelle a; ne monte non plus qu’au second 
degré. Voila donc le problème réduit présen- 
tement au cas qu’on a résolu dans l’article pré- 
cédent, c’est-à-dire, à celui où l’on a deux 
équations dans lesquelles l’inconnue x ne monte 
qu’au second degré. Il est inutile d’en achever 
ici le calcul , puisqu’il n’auroit de difficulté que 
celle d^ia longueur. 

XXXIV. 

Si l’inconnue, qu’on veut chasser des deux 
Ce «croît u équations proposées, s’y trouvoit élevée à un 
* momoit à degré plus haut que le troisième , on voit bien 
* tt** plu * que par une opération semblable à la précé- 
• dente , on les changeroit d’abord en deux autres 

équations d’un degré moindre , et que par ce 
moyen on parviendrait toujours à chasser en- 
tièrement l’inconnue. 

XXXV. 

, Si au lieu de deux inconnues on en avoit 


Digitized by Google 



d’Algebre. 37 

trôis élevées chacune à un degré quelconque, * v c ° ! * 
il est clair que pourvu qu’on eût trois équa- «connue», t* 
tions, on parviendroit par la? mêmemjéthode, aKuré- 
à une équatioîi finale, qui ne contiendtroit que s»* 00061 »* 1 *' 
celle que l’on voudroit de ces trois inconnues; 
car, oubliant d’abord une de ces trois incon- 
nues, deux des trois équations suffiroient pour 
arriver à une seule , qui ne renfermeroit que 
l’inconnue oubliée , et que celle que l’on vou- 
droit des deux autres inconnues. Faisant ensuite 
la même opération avec l’une des deux équa- 
tions employée dans la première opération et 
la troisième équation , on parviendroit à une 
autre équation , entre les deux mêmes in- 
connues, c’est-à-dire, que le problème seroit 
réduit à celui où l’on a deux équations à deux 
inconnues , d’où l’on parviendroit enfin à une 
seule inconnue renfermée dans une équation. 

Si on avoit quatre équations et quatre in- 
connues , on réduiroit de même la question à 
trois équations et trois inconnues, puis à deux 
équations et deux inconnues , puis enfin à une 
seule équation et à unè inconnue ; il .en seroit 
de même pour un plus grand nombre d’équa- 
tions et d’inconnues. 


C 3 
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TROISIE ME PARTIE. 

.■ t n ... - 

Où V 'on dorme quelques principes généraux 
pour les équations de tous les degrés , avec 
la méthode de tirer de ces équations celles 
du premier et du .second degré qu'elles 
peuvent renfermera t-iiir . 

. « •» 'm j )f<!< *; *,*' VI* , 41 * f' 

wmmm\ 

* * * j î î i i 1 i ï o ; , ■ i \ • \ » . j * » r ji r r i < / » • > » > ç f # * j . t 

S * • -a e )j r, à /j_ ■ • 'i : ’ ' î * 

i les équations plus élevées que le second 

degré ont présenté de grandes difficultés, 
lorsqu’on a entrepris de les résoudre dans tous 
les cas , il a été du ‘moins assez facile ,de faire 
sur ces équations des réflexions générales qui 
pouvoient en faire connoître la, nature, et 
servir à les résoudre dans beaucoup de cas 
particuliers. 

Ayant vu, par exemple, que les équation s 
du premier degré n’avoient qu’une racine > 
que celles du second en avoient deux, on a 
été porté à croire que celles du troisième en 
avoient trois, et ainsi de suite, et pour s'as- 


\ 
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surer de cette vérité, ou plutôt pour com- 
prendre comment une équation pouvoit avoir 
autant de racines qu’elle a de degrés, on a 
cherché l’inversç du problème qu’on s’étoit 
proposé d’abord , c’ést-à-dire , qu’au lieu de 
chercher les racines d’une équation , on a cher- 
ché qu’elle seroitl’équàfion qui auroit pour ses 
racines des quantités données, problênâe infi- 
niment plus facile que le premiek 


ï. 


; r 


.l'iV. 




Manière 

former 


Qu’on demande, par exemple j quelle est de 
l’équation dans laquelle x pourra avoir égale- une Ëqua- 

. 1 o tr , " n tion par le 

ment pour valeur ou 2 , ou à , ou o ; on n a qu a moyen de 
lormer ces trois équations simples, f - - s « racines - 
x — 2 = o; x — 3 — o ; a; — 5 = o , 
multipliant ensuite les deux premières J’une 
par l’autre , et leur produit par la troisième , 
on a x 3 — 10 x 2 -h 3t x — 3o = o, dans 
laquelle on peut supposer également x — 2 , 
ou = 3 , ou = 5. On voit aisément qüe cha- 
cune de ces valeurs étant substituée à la place 
de x dans l’équation x 3 — 10 x 2 -f- 3i x 
— 3o = o, doit la résoudre, ou, ce qui revient 
au même , en dcfit faire évanouir tous les 
termes ; car cette équation pouvant s’écrire 

ainsi x -^— 2 X x — 3 X x — 5 = 0 , cha- 
cune de ses parties étant égalée à zéro, doit, 
ù cause qu’elle multiplie, toutes les autres, les 
faire évanouir en même- temps : or la sup- 
position de x — 2 , ou = 3 , ou = 5 rend 

C 4 
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toujours zéro l’une des trois parties x — 2 
x — 3 , x — 5. 

i r. 

, Pa ^ cette «a^tHode on voit comment une 
«ie racines équation peut avoir autant de racines que de 
' grés. de de * ^grés ; pour traiter la question plus en gé- 
néral, soient a, b c, d y e, les racines d’une 
équation, e| partant x — a = o, x — b = 0 , 
x — c = o , x — d=o,x— e=o, les 
équations simples qui composent l’équation 
dont les racines sont ces quantités. En mul- 
tipliant toutes ces équations les unes par les 
autres, on aura 

x 5 ax*-\rabx$ — abcx*-\-àbçdx — al 1 
b -r\-ac — abd -habce 
c -f - ad -r-abe -\-abde 
d -ha .0 » — açd -h acde 
e -{-bc r—ace ~\-bcde 
r-hbd < — a de 
-f -bç — bcd 
*j-cd — bce 
+ ce — bde 
■4- de ~—çde * 

pour l’équation dans laquelle x peut avoir à- 
la-fois les valeurs données a , b, c, d , e. 

I 1 1. 

; Propriété H est aisé de tirer de cette équation, ces 

SÆtVu, remarques générales sur les équations de tous 
u* degré», les degrés. 
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i*. Que le premier terme n’est autre chose 
que l’inconnue élevée à la puissance exprimée 
par le nombre des racines, sans coefficient. 

Que le second terme contient l’inconnue 
élevée à une puissance de moins avec un coef- 
ficient égal à la somme des racines. 

Que dans le troisième, l’inconnue se trouve 
élevée à deux puissances de moins , et a pour 
coefficient la somme de tous les produits deux 
à deux qu’on peut faire de toutes les racines. 

Que dans le quatrième, on aura de même 
l’inconnue élevée à trois puissances de moins 
avec un coefficient qui exprime la somme des 
produits de toutes les racines prises trois à 
trois. 

Il sera ainsi des autres termes jusqu’au der- 
nier , qui n’aura aucune puissance de x , mais 
qui sera le produit de toutes les racines les unes 
par les autres. Ces remarques ont servi de base 
en beaucoup de rencontres, soit pour trouver 
les racines des équations proposées , soit du 
moins pour connoître plusieurs de leurs pro- 
priétés. 

I V. 

On a tiré , par exemple , de ces remarques 
qu’une équation, comme æ 5 — 3 #3 -4-4 x 2 
4-75: — 3 = o manquant de second terme , 
doit avoir nécessairement des racines positives 
et des négatives , de plus , que la somme des 

unes doit être égale à la somme des autres ; 
* 
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* . .• 

car, sans cette condition, elles ne se seroient 
pas détruites pour faire évanouir le second 
terme. Ainsi, dans une équation du troisième 
degré , où le second terme manquera, il y aura 
toujours ou une racine négative égale aux deux 
positives, ou une racine positive égale aux 
deux négatives. 

V. 


Une Equa- On a. tiré encore des mêmes remarques que 
point** jeter- lorsqu’une équation n’aura pas de dernier terme, 
j’oins * il faudra qu’il y ait au moins une racine égale 
égaie iiéro* ^ z ^ ro > ce Q 11011 auroit pû reconnoître aussi, 
en faisant attention qu’une équation telle que 
.x 3 -t— 5 x z -h 3 x = o qui manque de terme 
connu peut toujours se diviser par x = o. 

V I. 


conditions Lorsqu’on voudra retrouver dans une équa- 

qu'il faut ob- ..■*■ . , , . ,, , 

server dans tion les propriétés qu on vient dénoncer, on 
îion pour 11 y voit bien qu’il faudra que tous les termes de 
trouver les ce tte équation soient du même côté , qu’ils 

propriétés ;• . ^ t 

précédente* soient ordonnés par rapport a 1 inconnue, et 
que cette inconnue n’ait d’autre coefficient que 
l’unité au premier terme. De plus, que si quel- 
qu’une des puissances de x manque dans l’équa- 
■ tion, il faudra toujours prendre pour quan- 
. -V tieme des autres termes ceux qu’ils auroient, 
si ces puissances ne manqu oient pas; par exem- 
ple, dans l’équation a: 5 — 3a 3 - 4 - 40 : — 5=0, 
.. le terme 3 u 3 d’est que le troisième, parce 
que le second manque; et lç terme 4 x est le 
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cinquième, parce que ïe quatrième manque. 

Si on vouloit donc appliquer les remarques 
précédentes à une telle équation, on diroit 
que la Somme de èes cinq racines est nulle * 
c’est-à-dire j qu’aie a nécessairement des ra- 
cines négatives et des racines positives, et que 
la somme des premières est égale à la somme 
des autres. On diroit encore que la somme des 
produits de toutes les racines deux à deux 
est égale à - 1 - 3 ,• que la somme de tous les 
produits trois à trois est o , que la* somme de 
tous les produits quatre à quatre est 4, 
qu’enfin le produit de toutes les racines est — 5 . 

: v 1 1. 

De la propriété qu’a le dernier terme d’une Méthode 
équation d’être égal au produit de toutes les F e ° s u racines 
racines , 011 peut tirer une méthode d’avoir ÎjWmTum 
toutes les racines qui sont commensurables 
dans, une équation : car elles doivent toutes - 
se prouver en tentant la division de l’équation 
par a:, plus ou moins chacun des diviseurs du 
dernier terme. , ; ....... . 

y, > Par exemple , qn’on ait l’équatio» x 3 « — 5 x % 

H- 7 x o, les diviseurs du terme — 3 , 
ne. pouvant être que — 1 , 3 > r , -f- 3 ^ 
je. tente la division parx — i*x — 3 ,x-+-t 9 
x -+- 3 ; elle réussit par x>-t-oi et par x — 3 , 
et je vois que l’équation proposée auroit-pû 

s’écrire ainsi x — 1 X x — 1 X x 3 = 0 , 
ce qui m’apprend qu’elle à trois racines, dont 
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l’une est -+- 3, et les autres, toutes deux égales, 

sont chacune + i. 

Lorsqu’une équation ne pourra se diviser 
par aucune équation simple, composée de x-+- 
ou — quelqu’un des diviseurs du dernier terme, 
on sera sûr que cette équation n’aura aucune 
racine connnensurable. 

VIII. 

Il se présente contre cette méthode de trouver 
les racines eommensurables, une difficulté qui, 
au premier joup-d’œil , paroît assez considé- 
rable ; c’est que si quelque racine de cette 
équation étoit une fraction, on ne sauroit pas 
comment la trouver parmi les diviseurs du 
dernier terme : parce qu’en admettant des di- 
viseurs fractionnaires dans un nombre, on en 
peut trouver à l’infini. Mais il est aisé de ré- 
pondre à cette difficulté , en faisant remarquer 
que tous les coefficiens d’une équation étant 
des nombres entiers , il est impossible que l’in- 
connue ait pour valeur une fraction. Je crois 
que ceux qui possèdent un peu l’arithmétique 
des fractions reconnoîtroîent sans secours la 
vérité de cette propositipn ,• pour leur 
faciliter les moyens de s’en assurer, prenons 
pour exemple une équation comme x 3 -i- a x 2 
-+- b x c = o, dans laquelle a , b, c, sont 
supposés des nombres entiers. Il est évident 
que x étant une fraction , x 3 , x 2 , *en seront 
aussi , et que jamais la fraction qui exprime x$ 
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ne pourra se réduire à une qui aj£ le même 
dominateur que x 2 ou son multiple a x 2 . A 
plus forte raison la même fraction ne pourra 
pas non plus se réduire au même dénominateur 
que x , ou son multiple b x. Donc x$ a x 2 
•H- b x ne pourra jamais faire une fraction plus 
simple que x3 qui est irréductible. Donc x 
ne peut jamais être une fiction dans de telles 
équations. % 

I X. 

Lorsqu’on- aura une équation dont les coëf- 
ficiens seront des fractions , on ne pourra pas , 
en la laissât avec ses fractions , trouver par la 
méthode précédente les racines commensu- 
rables qu’elle pourroit avoir ; mais on pourra 
toujours, par une transformation assez simple, 
changer le problème en un autre, où l’équa- 
tion à résoudre n’aura plus de fractions, sans 
donner de coefficient au premier terme. 

Soit, par exemple, l’équation . 

^+‘^ + 1^+1= o 

b d / 

(on voit qu une équation dhm degré plus élevé fr»««ons 
n aurait pas plus de difficulté ) en faisant l’in- !iT 'E 
connue x égale a une autre inconnue y divisée 
par quelque nombre indéterminé m, je change 
1 équation en une nouvelle 


Transfor- 
mation par 
laquelle on 
fait éva- 
nouir les 
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dans laquelle je vois que si m est divisible à la 

• /* • j ® , j f' cl m c wi* « ni* 

lois par 6, par a et pai ' J \ -j-> -j- et y- 

seront des nombres entiers. Or, le problème 
est réduit par-là, à quelque chose de bien aisé ; 
car on est au moins sûr de réussir en prenant 
pour m le produit des nombres b, d,J\ et si 
ces nombres ne sor^pas premiers (i) entr’eux , 
on trouvera aisément un nombre plus petit 
que leur produit qui sera divisible par tous 
les trois. 

X. 

transforma- L’équqtion étant changée en une autre , sans 
tion n mé- fraction , on cherchera les racines cSnmensu- 
àeme P ra C p- râbles de cette derniere par la méthode pré- 
IquadonV* cédente ; et si elle n’en a pas, on sera sûr que 
fractionnai- l a première n’en avoit pas non plus, puisque x , 
supposé commensurable , ne pourra jamais 
donner une quantité incommensurable çn le 
divisant par le nombre m , qui est commen- 
sura^ie aussi. 

X I. 

Inconvé- La méthode précédente a cet inconvénient 
méthode U considérable, que lorsqu’il arrive que le der- 
précédcnte. n i e r terme a beaucoup de diviseurs, les calculs 
qu’il faut faire pour tenter toutes les divisions 

/ , 

(i) On appelle en Arithmétique nombres premiers ceux 
qui n’ont point de (diviseurs, tels que 5, ii , 3i , etc. et 
on dit que. deux nombres sont premiers entre eux lorsqu’ils 
n’ont aucun commun diviseur , tels 6ont si et'i6, iü et 35. 
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que cette méthode prescrit sont si longs , qu’on 
l’abandonneroit malgré l’avantage infini de 
s’étendre généralement aux équations de tous 
les degrés , dont une ou plusieurs racines sont 
commensurables. C’est ce qui a engagé les plus 
habiles analystes à perfectionner cette mé- 
thode, en trouvant des moyens plus faciles que 
la division pour reconnoître les diviseurs qui 
ne doivent pas réussir. Voici comment on s’y 
est pris. 

X I I. 

On a d’abord remarqué que si on faisoitdans Réflexion* 
la racine x a d’une équation quelconque , ^«fecüon- 
ou, ce qui revient au même, dans le diviseur nercertemè- 
x -4- a d une quantité quelconque , x égal à 
un nombre donné, le nombre dans lequel se 
changeoit alors la racine devoit être un divi- 
seur de la quantité proposée, dans laquelle on 
auroit fait x égal au même nombre : c’est-à- 
dire, par exemple, que si on a la quantité 
xZ — 2 x — 21 dont on sait que x — 3 est 
un diviseur, il arftvera qu’en faisant x= 5 le 
nombre 94 que devient a 3 — 2 x — 21 par 
cette supposition, est nécessairement divisible 
par le/ nombre 2 que devient x — 3 par la 
même supposition.- 

En partant de-là on a supposé dans la quan- 
tité dont on cherchoit un diviseur, x succes- 
sivement égal à plusieurs nombres , tels , par 
exemple , que -b- 1 , o , — 1 ; suppositions 
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qui dévoient être faites les premières , parce 
qu’elles donnent les substitutions les plus fa- 
ciles. Ensuite on a cherché tous les diviseurs 
des nombres dans lesquels la quantité proposée 
se change par ces substitutions , et on a fait ces 
remarques qui se présentoient naturellement 
après la première. 

i°. Que parmi tous les diviseurs du nombre 
venu par la supposition de x == 4 - 1 dans la 
quantité, on devoit trouver le nombre 1 a, 
puisque x-\ -a étoit le diviseur cherché. 

2 0 . Que parmi tous les dj viseurs venus par 
la supposition de x '== o, qui ne sont autre 
chose que les diviseurs du dernier terme de 
la quantité proposée, devoit être le nombre a. 

3 °. Que parmi tous Jes diviseurs du nombre 
venu par la supposition de x — — 1 , devoit 
être le nombre — 1 a. 

* ' 

XIII. 

Or, tomme les nombres i + — 1 -ta 

sont nécessairement tels q#e le premier sur- 
passe le second d’une unité , et que *îe second 
sur passe le troisième d’une unité aussi, il étoit 
aisé de tirer de-là ce principe , que de tous les 
diviseurs du nombre venu par la supposition 
de x — o , aucun ne pouvoit être le nombre 
demandé a , s’il ne se trouvoit en même-temps 
surpassé de l’unité par quelqu’un des diviseurs 
du nombre venu par la supposition de x = 1 , 
et s’ilnesurpassoit en même-temps d’une unité 

. quelqu’un 
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quelqu’un des diviseurs du nombre qu’a donné 
la supposition de# = — 1. On voit bien qu’un 
tel principe doit, faire éviter beaucoup de di- 
visions inutiles dans la recherche des racines 
comrnensu râbles. 

Si on trouve plusieurs nombres , parmi les 
diviseurs du nombre venu par la supposition 
de x=fo, qui ayentles conditions qu’on vient 
de remarquer, on fera ensuite x — 2 , et on 
verra si parmi les diviseurs des nombres qui 
viennent alors , on trouve des nombres qui 
surpassent d’une unité ceux qu’a donné la sup- 
position de x = 1 , et ainsi de suite. 

Au reste, on voit bien que l’examen qu’on 
fait de tous ces diviseurs doit être double, c’est- 
à dire, que chacun d’eux doit être pris aussi- 
bien en — qu’en ■+-. 

XIV. 

. Pour éclaircir cette méthode et pour en fa-, 
ciliter l’usage, nous allons en donner quelques 
exemples en faisant voir l’ordre qu’il faut gar- 
der dans le calcul pour ne s’y point tromper , 
et pour abréger , autant qu’il est possible , la 
peine du calculateur. • -, • — 

Soit l’équation # 3 — 2 X 2 — l 3 X * 4 - 6 = O, Application 
dont il s’agit de trouver les racines commen- de pr'icé- 0 ’ 
surables , ou , ce qui revient au même , soit ««mpi* un 
la quantité # 3 — 2 x 2 — i 3 x ■-+• 6 , dont'tm 
demande les diviseurs du premier degré. . 

Je commence par écrire ( voyez, la <tahle ci- 
jointe, case 1 ) l’une sous l’autre lies, supposi- 
Tome IL D 
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tions i , o , — i que je veux faire pour X ; 
j’écris ensuite à côté de chacun de ces nombres 
les nombres — 8,4-6,-+- 16, ou simplement 
8,6, 1 6 ( à cause que les signes sont indifférens 
pour les diviseurs ) dans lesquels se change 
successivement la quantité x 3 — 2 x 2 — i3 
x -+• 6 par ces suppositions, et je les sépare des 

5 rentiers nombres par une barre verticale. 

’écris dans une troisième colonne les nombres 
i> 2,4, 8; i, 2, 3, 6; i, 2, 4, 8, 16, qui 
sont les diviseurs des nombres précédens ; les 
quatre premiers à côté de 8 dont ils sont les 
diviseurs , les quatre seconds à côté de 6, et les 
cinq derniers à côté de 16. 

Cela posé , pour trouver parmi les diviseurs. 
1,2,3, 6, du nombre 6 venu par la suppo- 
sition de x — o , celui qu’il faut ajouter ou 
retrancher à x pour avoir le diviseur cherché , 
• ou plutôt pour exclure de tous ces diviseurs 
ceux qui n’ont pas les conditions requises, je 
commence par remarquer que 1 qui est le 
premier de ces diviseurs, ne sauroit être admis , 
soit qu’on le prenne en 4- , soit qu’on le prenne 
en — ; car si on le prend en 4- , c’est-à-dire, 
Si on regarde x 4- 1 comme le diviseur cher- 
ché, 2 : seroit ce que deviendroit ce diviseur 
par la supposition de x = 4- 1 , et o , ce qu’il 
deviendroit par la supposition de x = — 1 , et 
par conséquent il faudroit trouver à-la-fois 2 
dans lds nombres de la première bande, et o 
dans ceux de la troisième : or, la seconde de 
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çes conditions n’est pas remplie. Quant à ce 
que — i ne convient pas non plus, c’est-à-dire, 
que x — i n’est pas le diviseur cherché , cela 
se tire de ce que ce diviseur devenant o par la , 
supposition de X = -f- i , et — 2 par la sup- 
position de x = — 1 , il faudroit par consé- 
quent trouver o dans les nombres de la pre- 
mière bande, et le nombre^ dans ceux del^ 
troisième. Or, il n’y a que la seconde de ce3 
deux conditions qui ait lieu. Je vois ensuite 
que le diviseur 2 est aussi dans le cas d’être 
rejetté , parce que si on le prend en -h , c’est-* 
à-dire , si on regarde x -h 2 comme le diviseur 
cherché , on auroit ■+■ 3 par la supposition 
de x — 1 , et ■+■ 1 par la supposition dq 
x — — 1 , ce qui demanderoit qu on trouvât 
les nombres 3 dans la première bande, et r 
dans la troisième : or , la première de ces deux 
conditions ne se trouve pas remplie. Et si l’oq 
prenoit 2 en — , c’est - à - dire , qu’on voulût 
que x — 2 fût le diviseur , on auroit alors 
— 1 et — 3 pour les suppositions de x — -4- 1 
et de x = — 1 , ce qui demanderoit de trouver 
à-la-fois 1 dans la première bande et 3 dans la 
troisième , conditions dont il n’y a que la pre- 
mière qui ait lieu. ; , 

Ayant exclu 1 et 2 , je prends le diviseur 3 , 
et je vois qu’en le prenant en H-, c’est-à-dire, 
en regardant x H- 3 comme le diviseur cher- 
ché , il faudra trouver -+- 4 par la supposition 
de x = -+- 1 , et H- 2 par la sugiosition de 
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x — — ï‘. Or , je trouve effectivement 4 dans 
la première bande , et 2 dans la troisième. 
Donc ■+■ 3 a les conditions requises, je l’écris 
alors à la seconde bande, c’est-à-dire, vis-à-vis 
le nombre dont il est diviseur, et j’écris en 
même-tems les nombres -t- 4 et -+- 2 dans les 
bandes supérieures et inférieures ; non que ces 
nombres soient à joindre à x pour servir de 
diviseurs à la quantité proposée, mais parce 
que n’ayant pas encore achevé l’examen des 
diviseurs , il se pourroit trouver encore d’au- 
tres nombres que H- 3 qui auroient les condi- 
tions requises; et qu’il faudroit alors faire de 
nouvelles suppositions pour reconnoître entre 
ces nombres ceux qu’il faudroit encore ex- 
clure. J’examine maintenant si 3 pris en — 
ne pourroit pas réussir aussi bien qu’en -h , 
c’est-à-dire, si x — 3 ne pourroit pas avoir 
les mêmes conditions pour être diviseur de 
la proposée, il faudroit pour cela trouver 
— -z et — 4 P ar * es suppositions de x — -\-i 
et de x — — r; or ces nombres se trouvent 
effectivement; donc jusqu’à présent x — 3 a 
aussi-bien les conditions nécessaires pour être 
diviseur que x-\-3, f écris par conséquent 
dans une cinquième colonne verticale — 2 , 

3 , 4* 

Je passe enfin à l’examen de 6 et je vois 
que si je le prends en , il faudroit trou- 
ver -h 7 et -h 5 dans les bandes supérieures 
et inférieures, ce qui n’arrive pas, et que 
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si je le prends en — jedevroisavoir — 5 et — 7 
dans les mêmes bandes, ce qui ne se trouve 
pas non plus. Je conclus donc qu'il n’y a que 
x — - 3 et x 4- 3 qui puissent être des divi- 
seurs commensurables et du premier degré de 
la proposée. , • . - 

Pour savoir si l’àn est autant fondée à tenter 
la division par x — 3 , que par a; 4- 3 ; je re- 
marque que si on faisoit une quatrième bande 
en supposant x — — 2, on devroit trouver 

— 5 pour le quatrième terme de la colonne 

— 2, — 3 , — 4 ; et 4- 1 pour le quatrième 
terme de la colonne -f- 4, -f- 3 , -4— 2 ; car ij 
est clair que le diviseur x — 3 deviendroit 

— 5 par la supposition de x = — 2 , et que 

le diviseur x 4- 3 deviendroit 4- 1 par la même 
supposition. Mais en faisant x — — 2 dans 
la proposée x<* — 2 x 2 — i 3 x 4- 6, elle 
devient 16 qui n’est pas divisible par 5 , et 
qui l’est par 1. Donc x — 3 ne saurovt être 
un diviseur de cette quantité , donc s’il y en 
a un il ne peut-être que x 4- 3 , ou, ce qui 
revient au même , si x 3 — 2 x x — i 3 x - 4 - 6 
a une racine commensurable, elle ne peut être 
que — 3 . Pour savoir si elle l’a effectivement,, 
je divise x 3 — 2 x 2 — - iî x 4- 6 par x -f- 3 , 
ce qui réussit , et donne pour quotient exact 
xx — 5 x 4- 2. ,, 

x V. 

Pour que l’uniformité servit à la clarté dan» 
cet exemple , j’ai examiné parmi les diviseur» 

D 3 
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i, 2, 3 , 6 du nombre 6 venu par la supposition 
de x — o, le nombre i comme les autres; 
mais on peut toujours se dispenser de faire 
aucun examen pour ce nombre, parce que 
s’il avoit à réussir , soit en -+- , soit en — , 
on l’auroit appris déjà en substituant -+- i et 
— i à la place de x dans l’équation donnée. 

Dans des nombres aussi simples que 8 , 6 , 
16 , il étoit aisé de ne pas oublier aucun de 
leurs diviseurs , parce que ces nombres en ont 
peu. Mais lorsque l’on a des nombres qui ont 
beaucoup de diviseurs, il faut les chercher avec 
un certain ordre pour les avoir tous. Un seul 
exemple suffira pour faire voir comment cette 
opération doit se faire. 

XVI. 

Minière Soit proposé de chercher tous les diviseurs 
tes diviseur» du nombre 120. Je commence par tracer une 
dan nombre jj arre verticale ( voyez la case 2 , table sui- 
vanté ) à gauche de ce nombre, puis je mets 
â gauche de cette barre à la hauteur de 120, 
l’unité comme étant son premier diviseur. 
J’essaye ensuite de diviser 120 par 2, comme 
la division réussit, j’écris 2, et je le mets à 
gauche de la barre à la même hauteur de 60 
quotient de la division que je mets à la droite 
de la même barre. 

J’essaye encore la division par 2, qui réussit, 
et donne 3 o pour quotient, je mets alors le 
nouveau diviseur a sous le premier, et 3 o sous 

t * 
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60. Je multiplie en même-temps le nouveau 
diviseur 2 par celui d’en haut 2, et je mets le 
produit 4 à gauche du second 2 , comme étant 
un nouveau diviseur du nombre proposé 120. 
La raison de cette multiplication est que si 120 
est divisible par 2, et sa moitié par 2, il doit 
l’être nécessairement par 4. 


Comme 3 o peut se diviser par 2 , j’écris en- 
core 2 à gauche de la barre et à la quatrième 
ligne et le quotient i 5 à droite sur la même 
ligne. Je multiplie en même-temps le nou- 
veau diviseur 2 par 4, ce qui me donne 8 
pour un nouveau diviseur du nombre pro- 
posé. Je ne multiplie pas ce nouveau 2 par 
les premiers, parce qu’il en viendroit 4 qui 
est déjà écrit. 

1 5 ne pouvant se diviser par 2 , j’essaye de 
le diviser par 3, ce qui me réussit et me donne 
5 pour quotiènt que j’écris à droite dans la 
cinquième ligne aussi biç.n que le diviseur 3 
que j’écris à gauche ; je multiplie ensuite 3 par 
2, par 4 et par 8 que je trouve dans les ban- 
des supérieures , et j’écris à gauche du 3 les 
produits 6, 12, 24^ qui sont, comme il est 
évident, dès nouveaux diviseurs du nombre 
proposé. ::.XSiV¥ •ÿ'JiÂ.i.i; , ' 

. 5 n’ayant plus d’autres diviseur que lui- 
même , je l’écris à gauche de la barré dans la 
cinquième ligne , et je mets en même-temps le 
produit de ce nombre par tous les diviseurs 
précédens 2, 3 , 4, 6, 8 , 12, 24, et j’ai 10, i 5 , 

*>4 
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ao, 3 o, 40, 60, 120, que j’écris dans la même 
ligne à gauche de 5 . 

Cela fait, tous les nombres qui sont à gauche 
de la barre, à compter depuis 1 jusqu’à 120 
sont les diviseurs de 120. Il en seroit ainsi des 
autres nombres dont on cliercheroit tous les 
diviseurs. 

XVII. 

Aima axera- Soit proposé présentement de chercher les ra- 
«hode de cmescommensurablesdel équation* 5 — 12 a;* 
r„ 7 /co«. + 5 * 3 - 61 x 2 -+- 22*- Z 30 = O. 
neiuurabies Ayant écrit dans une première colonne ver- 
ticale 1,0, — 1 (table suivante, case 3 ) pour 
les valeurs à donner .successivement à *; et 
dans une autre colonne verticale les nombres 
i 65 , 120, 32 i qu’on trouve par la substitution 
de ces valeurs dans la quantité * 5 — 12 ** 
-h 5 ic 3 — 6 1 * 3 q- 22 * — 120, je place dans 
une troisième colonne les diviseurs de ces trois 
nombres , ce qui me donne les trois bandes 

i, 3 / 5 ,ii • i 5 , 33 , 55 , i 65 , , 

1,2, 3,4, 5 , 6, 8, 10, 12, i 5 , 20, 30,40,60, i3o, 
1, i 3 , 17, 221 • // -, 

que je place chacune vis-à-vis du nômbre qui 
l’a produite : cela fait parmi les diviseurs de 1 20, 
j’examine en premier lieu, si le nombre 2 a les 
conditions requises, et je vois qu’en lé prenant 
en ■+■ il s’accorde avec les nombres 3 et 1 pris 
en haut et en bas. J’écris donc dans la quatrième 
colonie verticale -h 3 , -t- 2, 4 - 1.. . 
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Je vois ensuite que le ilîeine nombre pris en 
* — ne réussit pas, parce qu’il faudroit alors — 3 
en bas , ce qui ne se trouve pas. 

Parcourant ensuite de la même maniéré tous 
les autres diviseurs de 120, je trouve encore 
le nombre 12 qui étant pris en — a les con- 
ditions requises , pourvu qu’on prenne en 
— les nombres 11 et i 3 qui sont au-dessus et 
au-dessous. J’écris donc dans une cinquième 
colonne verticale les trois nombres — 11 , 

• — 12, — i 3 . 

Pour savoir présentement à laquelle des deux 
dernieres colonnes je dois m’arrêter , ou.plutôt, 
par laquelle des deux quantités#-*- 2 ou x — 12 
je dois tenter la division , je remarque que si 
c’étoit la première, il faudroit trouver zéro en 
substituant — 2 pour x dans l’équation, ce qui 
n’arrive pas : donc il n’y a que la division par 
x — 12 à tenteç, je la tente , et elle réussit, 
en me donnant pour quotient x 4 -+- 5 x 2 — x 
-I- 10. Ainsi -+- 12 est une des valeurs de x 
dans l’équation donnée et la seule commea* 
surable. 

X V I î I. 

’ * * ' ' * t* 

Soit enfin x& — 4 x 5 -*- 3 — 12 x 3 — 5 x* 

-f- 11 x -+- 36 . Ayant écrit ( case 4, table sui- 
vante ) dans une première colonne verticale les ie$ «ci- 
valeurs 1,0, — ià donner à x ; dans une se- aeJurTbie* 
conde les nombres 3 o , 36 , 40 , dans lesquels la 
quantité proposée se change par ces supposi- 
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tions, et dans une troisième tous les diviseurs 
i j 2 / 3 , 5 ,6, io, i 5 , 3 o du nombre 3 o; les 
diviseurs 1,2, 3,4, 6, 9, 12, 18, 36 du 
nombre 36 ; les diviseurs 1, 2, 4, 5 , 8, 10, 
20 , 40 du nombre 40 ; je trouve parmi tous 
ces diviseurs quatre colonnes qui renferment 
les conditions requises, la premieré, -+- 3 , -f- 2, 
•if- 1, la seconde, — 2, — 3 , — 4, la troi- 
sième, — 3 , — 4, — 5 , la quatrième, -4- 10, 
- 4 - 9 , 8. 

' P our décider alors entre ces quatre colonnes, 
je commence par faire x == 2, et j’écris 2 au- 
dessus de 1 dans la première colonne, j’écris 
ensuite dans la seconde colonne 74, nombre 
dans lequel la quantité proposée se change par 
la supposition de x — 2. Cela fait , je vois , 
sans me donner la peine de chercher les divi- 
seurs de ce nombre, que les deux colonnes 
H- 3 , -4- 2, -4-1, et 4 - 10, -4-9, 4-8, sont à 
rejetter; car si la première avoit lieu, ilfaudroit 
trouver -f- 4 parmi les diviseurs de 74, ce qui 
n’arrive pas , et si c’étoit la seconde , il faudrôit 
trouver -4— 1 1 parmi les mêmes diviseurs , cè 
qui n’arrive pas non plus. 

Je vois , au contraire, que les nombres — 1 
et — 2 que demandent les colonnes — 2 , ■ — 3 , 
-— 4, et — 3 , — 4, — 5 sont des diviseurs de 
; 74, j’écris donc les nombres r— 1 et — 2 au- 
7 dessus de — 2 et de — 3 dans la seconde et la 
troisième colonne, et je cherche ensuite. à ex- 
clure encore une de ces deux colonnes — 1 , 
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3 , — 4, et 2 , — 3 ., — 4 ? 5 , 

ce qui devient bien facile , puisque si la pre- 
mière étoit à conserver, il faudroit trouver o 
par la supposition de x = 3 , ce qui n’arrive 
pas; au lieu que — i qui, pour la colonne — 2, 

— 3 , - — 4, — 5 doit être un diviseur du 
nombre donné dans la supposition de x = 3 , 
ne peut pas manquer de l’être. Donc il n’y a 
de colonne à essayer que — i, — 2, — 3 , 
■ — 4 , — 5 , c’est-à-dire , qu’il n’y a de divi- 
seur à tenter que x — 4. J’essaye en effet la 
division de la quantité proposée par x — 4 » 
ce qui réussit et donne pour quotient x 5 ■+• 3 *3 

— 5 x — 9. Ainsi 4 - 4 est une des deux va- 
leurs de x dans l’équation proposée et la seule 
commensurable. 

x 1 x. 

Après avoir vû comment on pouvait tirer 
des équations d’un degré quelconque , les équa- 
tions commensurables du premier qui en 
étoient les racines, il étoit naturel de chercher 
aussi à en tirer les équations du second degré 
qu’elles pouvoient renfermer : on devoit s’en 
promettre upe aussi grande utilité , la solution 
des équations du second degré étant aussi cora- 
plette que celle du premier. 

Voici la méthode qu’on a imaginée pour y 
parvenir. Que x x -4- Z> x -4- c = o représente 
l’équation du second degré qui peut être un 
des produisons d’une équation donnée, ou ce 


Méthode 
pour trou- 
ver le* équ*- 
tioos du se- 
cond degré 
commcnsu- 
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”n e te Equ*-* qui revient au meme , que x x 4- b x -f- c, soit 
«on donnée j e diviseur cherché d’une quantité donnée; en 
faisant x — o dans ce diviseur , il est clair qu’il 
se réduira au nombre c , et que ce nombre sera 
un des diviseurs du dernier terme de la quan- 
tité donnée. 

Si on fait ensuite a* — 4" i dans le diviseur 
X 2 -t- b x -4- c , il se changera en i 4- b -4- c 
qui sera un des diviseurs du nombre que l’on 
a en faisant de même dans la proposée x = i. 
Donc si on cherche tous les diviseurs de ce 
nombre, et qu’après les avoir pris tant en -+- 
qu’en — , on en retranche l’unité, ce sera parmi 
tous les nombres , tant positifs que négatifs , que 
l’on aura par cette opération,. que devra sé 
trouver le nombre égal à b 4- c. 

Si on fait ensuite .x =± - — i tant dans la quan- 
tité proposée, que dans le diviseur x 2 -f- b x 
-f- c, qui devient alors i — b H- c, on voit 
qu’en cherchant tous les diviseurs du nombre 
que devient cette qüantité par cette supposi- 
tion, pris tant en — qu’en -f-, on aura parmi 
tous les nombres que ce calcul donnera celui 
qùi exprime — b -f- û. 

Or, comme c est moyen arithmétique entre 
ô‘4- t et — i + c, il s’èn suit que parmi les 
trois suites de nombres qu’on aura pour repré- 
c senter b -f- c, c, — b -f- c, il ne faudra s’ar- 
. rêter qu’à ceux qui seront en progression arith- 
métique. l orsqu’on aura trouvé trois nombres 
en progression arithmétique , il est clair que 
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celui qui répondra à la supposition de x = o, 
sera celui qu’il faudra prendre pour c \ et comme 
celui qui répondra à la "supposition de x = i 
représenterai c, il est clair qu’en retran- 
chant le premier du second , on aura b. Subs- 
tituant ensuite ces deux nombres à la place de 
b et de c dans # 2 -{-/># -f- c , on aura un di- 
viseur à tenter pour la quantité donnée , et le 
seul à essayer si on n’a trouvé qu’une progres- 
sion arithmétique pour toutes les suites des 
nombres qu’ont donné les diviseurs de la quan- 
tité où l’on a fait successivement x — i , o, 
— i. Si on a trouvé plusieurs progressions 
arithmétiques , on se déterminera entre ces 
progressions à-peu-près comme dans le cas des 
diviseurs simples, en faisant de nouvelles sup- 
positions pour x , comme — 2 , — 3 , ou -h 2 , 
-+- 3 , etc. 

Car qu’on suppose, par exemple,# = — 2, 
x — — 3 , etc. dans la quantité proposée, il 
est clair que tous les diviseurs , tant positifs 
que négatifs du nombre que l’on aura alors, 
représenteront la quantité 4 — 2i + c, ou 
9 — 3 b -h c , etc. que devient #*“ b x -t- c , 
lorsque x — — 2 , ou x = — 3 , etc. et que par 
conséquent tous ces mêmes diviseurs dont on 
aura retranché 4,9, etc. représenteront — 2 6. 

c, — 3 b c , etc. Or, — 2 b -h c, — 3 b 
-h c, etc. étant d’autres termes delà progres- 
sion arithmétique b c? , c, — b -+-c, on 
n’aura donc plus qu’à chercher parmi les pro- 
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gressions arithmétiques trouvées précédem- 
ment , celle qui se conserve par ces nouvelles 
valeurs de x , et s’en servir, comme on vient 
de l’expliquer, pour déterminer les nombres 
b et c. 

X X. 

dVlim'éthoî Soit, par exemple, la quantité x 5 -f- 3 x* 
dente. reci ' -h 2 x 3 + 8 — 36 .r -4- 2 1 , dont on cherche 

un diviseur du second degré. 

Je commence par écrire dans une colonne 
verticale ( table suivante, case 5 ) les valeurs 
i , o, — i que je veux donner à x. J’écris en- 
suite dans une seconde colonne verticale, les 
nombres i, 21, 65 , dans lesquels la quantité 
proposée se change par ces suppositions. 

J’écris de même dans une troisième colonne, 
à côté du premier nombre, son unique divi- 
seur 1; à côté de 21, ses diviseurs 1, 3 , 7, 
21 ; et à côté de 65 ses diviseurs 1, 5 , i 3 , 65 . 

Cela lait, j’écris dans une quatrième colonne 
les nombres 1,0,1 quarréde 1,0, — 1 , écrits 
dans la première colonne et valeurs de x x , 
par conséquent , dans les mêmes suppositions 
de 1 , o , — 1. Enfin , je forme une cinquième 
Colonne par ces conditions ; 

i°. Que la première bande — 2,0 se forme 
en retranchant 1 de 1 pris en — , et de 1 pris 
en -f-, 

2°. Que la seconde bande soit composée des 
npmbres — 21 , — 7, — 3 , — 1 , -f 1 , H- 7, 
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H- 21 , les mêmes que le diviseurs qui sont 
à côté , mais écrits deux fois , l’une pour le 
signe — , l’autre pour le signe -K 

3 °. Que les nombres de la troisième Jpande 
soient — 66, — 14, — 6, — 2,0, H- 4 , 
12, -f- 64, dont les premiers — 66, — 14, 
— 6 , — 2 soient trouvés en retranchant 1 des 
nombres 65 , i 3 , 5 , 1 pris en — , et les autres 
o, + 4 , -H 12, •+■ 64 en retranchant 1 des 
mêmes nombres 1 , 5 , i 3 , 65 pris en -4-. 

Pour déterminer ensuite les progressions 
arithmétiques qui sont dans ces trois suites de 
nombres, je commence par prendre dans la 
première bande le nombre — 2 pour le pre- 
mier terme d’une progression, et je prends 
successivement pour seconds tous ceux de la 
seconde bande; je cherche en même-temps 
les troisièmes termes que ces premiers donne- 
roient , et j’examine quels sont ceux de ces 
troisièmes qui se trouvent dans la troisième 
bande : or, — 2 et — 21 doivent donner pour 
troisième terme — 40 qui n’est point dans la 
troisième bande, je rejette donc 21 ; je prends 
alors — 7 pour le second terme , et comme il 
devroit donner — 12 pour troisième terme , et 
que — 12 n’est pas dans la troisième bande, je 
rejette encore — 7, et de même — 3 , parce 
que ce dernier devroit donner — 4 qui ne se 
trouve pas non plus. 

A l’égard de — 1 , comme il donne 6 pour 
troisième, et que 0 se trouve dans la troisième 
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bande, j’écris dans la sixième colonne la pro- 
gression — 2, — 1,0. De même -+- i pris pour 
second , donnant -+- 4 qui se trouve encore , 
j’écris la seconde progression — 2, -+- 1 , 4. 

Et comme 4- 7 et -+- 21 devroient donner 
chacun un troisième terme qui n’est pas dans la 
troisième bande, je les rejette. Les progressions 
qui peuvent commencer par 2, étant déter- 
minées, je passe à celles dont le premier terme 
seroit 0j et pour les trouver, je prends, ainsi 
que j’ai fait pour 2 , tous les nombres de la 
seconde bande l’un après l’autre. 

Je vois d’abord que — 21 devroît donner 
pour troisième terme — 42 , qui n’est pas dans 
la troisième bande : je vois ensuite que — 7 
donne — 14 qui se trouve *, ainsi j’écris encore 
la progression o , — 7, — 14. De même — 3 
et — 1 donnant — 6 et — 2, qui se trouvent 
aussi , j’écris les progressions o , — 3 , — 6 , 
et o, — 1 , — 2. A l’égard des nombres -4- 1, 
-4-7, H- 21, ils ne donnent aucun troisième 
terme qui se trouve , ainsi je les rejette. 

Pour voir présentement lesquelles de ces 
progressions il faut encore rejetter, je fais 
x — — 2 , et j’écris — 2 dans la première co- 
lonne ; en observant de mettre en même-temps, 
i°. dans la seconde colonne, 125 que donne 
la quantité proposée par cette valeur de x. 
2°. Dans la troisième les nombres 1 , 5 , 25 , 
125 , diviseurs de 125 . 3 °. Dans la quatrième 
colonne le nombre 4 quarré de — 2 et valeur 

de 
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de x x dans cette supposition. 4 0 . Dans la cin- 
quième colonne les nombres — 129, — 29, 

— 9, — 5 que l’on a en retranchant 4 des 

nombres 125 , 25 , 5 , 1 , pris en — , et les nom- 
bres — 3 , -t- 1 , 21 , 121 que l’on a en 

retranchant 4 des mêmes nombres 1, 5 , 25 , 
125 , pris en -t-. 

Par ce moyen, je vois que les deux progres- 
sions — 2, -f- i,-f- 4, et o, — 7, — 14, sont 
à rejetter , parce qu’elles de vr oient donner pour 
quatrième terme -h 7 et — 2 1 qui ne se trouvent 
pas dans la quatrième bande. 

Mais les trois progressions — 2 , — 1,0; 
o, — 3 , — 6 ; o , — 1, — 2, devant donner 
pour quatrièmes termes 1 , — 9 , — 3 qui se 
trouvent dans cette quatrième bande , j’ai besoin 
d’une nouvelle supposition pour exclure au 
moins une de ces trois progressions. 

Je fais donc x — — 3 , ce qui me donne 
147 pour le nombre dans lequel se change la 
quantité proposée par cette supposition. J’écris 
donc 147 dans la seconde colonne, et à côté , 
dans la troisième, ses diviseurs 1, 3 , 7, 21, 
49, 147; je mets de même dans la quatrième 
colonne 9 quarré de — 3 , - ou la valeur de xx 
dans la nouvelle supposition; enfin j’écris dans 
la cinquième colonHe les nombres — 1 56 , 

— 58 , — 3 o, — 16, — 12, — 10, — 8, — 6, 

— a, -4- 12, 40, -t- i 38 , que l’on a en 

retranchant 9 des nombres 1, 3 , 7, 21 , 49 , 
1 47, pris en — et en -f-. 

Tome II. E 
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Par-là je trouve que les progressions — 2, 

— i , o , -4- 1 , et o , ■ — i, — 2 , — 3 , doivent 
être rejettées, et qu’au contraire il faut con- 
server la progression o, — 3 , — 6, — 9; car 
les deux cinquièmes termes des premières pro- 
gressions doivent être -f- 2 et — 4 qui ne se 
trouvent pas dans la cinquième bande , au lieu 
que le cinquième terme de la progression o , 

— 3 , — 6 , t— 9 est — 12 qui s’y trouve. 

Après avoir réduit toutes les progrëssions à 

la seule o, — 3 , — 6, etc. je prends dans 
cette progression le nombre — 3 qui , dans la 
sixième colonne , répond à la supposition de 
x — o , pour exprimer le terme c du diviseur 
cherché x x -f- b x -4- c. Je prends ensuite , 
toujours dans la sixième colonne , o qui répond 
à la supposition de x = 1 , et qui, suivant les 
principes précédens , doit être h -4- c\ ainsi re- 
tranchant cou — 3 , de o ou b -4- c , j’ai -4- 3 
pour b , et partant le diviseur cherché x 3, -1- b x 
-4- c est x x 3 x — 3 , s’il y en a un du se- 
cond degré. 

Pour savoir ce qui en est, je divise la quan- 
tité proposée x 5 -h 3 x 4 -h 2 x 3 -+- 8 x 2 — 362; 
-4- 21 par xx + 3 æ — 3 , et je trouve qu’en 
effet la division est exacte, et donne pour quo- 
tient x 3 -+- 5 x — 7. 

XXI. 


Autre *p- 

Î i'.ication de 
2 méthode 
précédente. 


Soit présentement la quantité x 4 -4- 6 x 3 
-h 11 x 2 ïo x -h 5 , je commence par écrire 
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( table ci-jointe , case 1 ) dans une première 
colonne verticale les valeurs 2, 1,0, — 1 , — 2 
que je veux donner à x. J’écris ensuite dans la 
•econde colonne verticale les nombres i 33 , 33 , 
5 ,i, 3 , dans lesquels la quantité se change par 
ces suppositions. 

Dans la troisième , j’écris vis-à-vis de ces 
nombres tous leurs diviseurs. Dans la quatrième 
les valeurs 4,1,0, 1 , 4, de a: a; dans les suppo- 
sitions faites pour a; à la première colonne. 

Enfin dans la cinquième colonne, j’écris , pour 
la première bande, les nombres — 13.7, — 23 , 

— 11, — 5 , — 3 , -+- 3 , -f- i 5 , 1 29 

trouvés en retranchant 4 des nombres i 33 , 19, 
7, 1 pris d’abord en — et ensuite en De 
même dans la seconde bande , les nombres 

— 34 1 — 12 , — 4 > — 2, o, H- 2 , -f- 10 , -+- 32 , 
produits en retranchant 1 des nombres 33 , 11, 
3 , 1 pris d’abord en — , puis en et ainsi 
des autres bandes. Tous ces nombres écrits, je 
commence par prendre dans la cinquième bande 
de la cinquième colonne , le premier nombre 

— 7 pour servir de premier terme d’une pro- 
gression, et prenant en même-temps — 2 dans 
la quatrième bande pour servir de second, je 
vois que le troisième dévroit être-+- 3 , et qu’il 
ne se trouve pas dans la troisième bande ; ainsi 
je passe à o qui, en prenant toujours — 7 
pour premier - terme , donneroit -f- 7 pour 
troisième terme, et comme H- 7 n’est pas' 
non plus dans la troisième, je conclus qu’il 

* E 2 
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n’y a point daps les nombres de la cinquième 
colonne, de progression qui puisse commencer 
par — 7. 

Je prends donc — 5 pour premier terme, 
et je vois qu’en lui donnant — 2 pour second, 
le troisième seroit 4- 1 qui se trouve bien dans 
la troisième bande, mais qui donne pour qua- 
trième terme h- 4, qui n’est pas dans la se- 
conde bande; ainsi je laisse — 2, et je prends 
o pour second terme , ce qui me donne alors 
4- 5 , - 4 - 10, 4- i 5 , pour troisième, quatrième 
et cinquième termes, et comme tous ces nom- 
bres se trouvent dans la troisième, la seconde 
et la première bandes, j’écris dans la sixième 
colonne les nombres i 5 , 10, 5 , o, — 5 . 

Prenant ensuite — 3 pour premier terme , 
je vois que ni — 2, ni o ne peuvent lui servir 
de seconds termes , parce que le premier don- 
nerait la progression — 3 , — 2, — 1,0, +1 
dont le dernier terme n’est point dans la pre- 
mière bande; et que le # second donnerait la 
progression — 3 , o, 4- 3 , etc. qui manque dès 
le troisième terme -1- 3 qui ne se trouve point 
dans la troisième bande. 

Il ne me reste plus qu’à prendre — 1 pour 
premier terme, je lui donne d’abord — 2 pour 
second qui ne réussit pas , mais lui donnant 
ensuite o , j’ai pour troisième, quatrième, cin- 
quième termes , les nombres 4- 1 , 4- 2 , 4- 3 
qui sont dans la troisième, seconde et pre- 
mière bandes; j’écris donc dans , la sixième 
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colonne les nombres 4 - 3 , 4 - 2, 


6g 


i, o, 


i. 


Cela fait , je ne cherche point à donner de 
nouvelles valeurs à x pour exclure une de 
ces deux progressions, parce que la quantité 
donnée étant du quatrième degré, doit ou 
n’avoir aucun diviseur du second degré , ou 
en avoir deux à-la-fois , ce qui se tire de ce 
qu’aussi-tôt qu’on aura trouvé un diviseur du 
second degré à une quantité du quatrième , 
le^ quotient qui est toujours un diviseur en 
même-temps, sera aussi du second degré. 

Suivant cette réflexion , je prends indiffé- 
remment l’une ou l’autre des deux progres- 
sions précédentes; la première , par exemple, 
dans laquelle 5 étant ce qui répond à la sup- 
position de x = o, et i o ce qui répond à la 
supposition- de x = i ; j’ai c — 5 et b -+- c 

— io, c’est-à-dire, b = 5. D’où le diviseur 
que donne cette progression est x x -+- 5 x 

-+- 5. Je divise donc la quantité proposée par * 
xx-h5x-+-5, et je vois que la division réussit . 
et donne pour quotient x x -f- x 4 - i qui 
est le diviseur qu’on trouveroit par l’autre 
progression. 

XXIT - Méthode 

T . trou- 

JLorsqu it sera question de trouver les dm- vtr i« divi- 
seurs d’une équation telle que 6 y* — y3 mi*” degré à 

— a i y 2 -f- 3 y 4 - 2 o=o, dont îe premier 
terme aura un coefficient qui n’aura paa dis- u ." C0É ** 

E 3 
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paru, en divisant toute l’équation par ce coef- 
ficient, on pourra se servir des principes précé- 
dens sans être obligé de changer cette équation 
en une autre .qui n’ait point de coefficient au 
premier terme , comme on le pourrait faire par 
la méthode de l’art. IX. 

Pour le faire voir, examinons d’abord ce 
qui regarde les diviseurs du premier degré. 
Que m x -4- a représente celui qui doit diviser 
une quantité quelconque donnée. Il est clair 
gue si on fait x successivement égal à 2, 1, o, 
1 — 1, — 2, etc. ce diviseur deviendra, dans 
tous ces cas , 2 m -h a, m -h a , a ,, — m,-+- a , 
— 2 m -f- a, etc. qui sont des quantités, en 
progression arithmétique, dans lesquelles il est 
aisé de remarquer, 

i Q . Que la différence m de tous les termes 
est le coefficient de x dans le diviseur; 

2 0 . Que cette même différence m est un di- 
viseur du coefficient du premier terme de la 
quantité proposée ; : 

3 °. Que le terme a répondant à la suppoei- 
* tion de x = o, est la partie délivrée d’o? du 
diviseur.; 

4 0 . Que les mêmes quantités en progression 
arithmétique seront des diviseurs delà quantité 
donnée, dans laquelle on aura fait successive- 
ment* égal* à 2, 1,0, — 1, — 2, etc. 

Cela posé , lorsqu’il faudra chercher les di- 
viseurs du premier degré -d’une quantité quel- 
conque donnée, on suivra d’abord le même 
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procédé Çue cî-dessus pour les trois premières 
colonnes; on cherchera ensuite, parmi tous 
ces nombres , quelque progression dont la 
différence soit un diviseur du coefficient du 
premier terme de la quantité proposée, Enfin, 
pour employer cette progression, on substi- 
tuera dans mx + flj à la place de a le terme 
de la progression qui répondra à la suppo- 
sition de x — o , et à. la place de rn le nombre 
que l’on aura en retranchant un terme quel- 
conque de la progression , de celui qui est 
au-dessus. : : - • 

XXIII- 

< 

Supposons, par exemple, que l’on cherche Application 
les diviseurs de la quantité thodc'Vun 

6 21 X* - 4 - 3 X 20. exemple. 

Je range à l’ordinaire dans la première co- 
lonne les suppositions 2,1,0, — 1 , — 2, 
à faire pour x. Dans la seconde, les nombres 
3 o^ 7 , 20 , 3 , 34 , que devient successivement 
la quantité donnée par ces suppositions, et 
enfin dans îâ troisième tous les diviseurs de ces 
nombres. - .b 

Cela fait ; afin de découvrir parmi tous les 
nombres de la troisième colonne, quelque pro- 
gression qui serve à reconnaître le diviseur 
cherché , je commence par examiner le premier 
nombre 1 de la première bande, et je vois 
d’abord que si on lui donne pour second le 
premier nombre 1 de la seconde bande , la pro- 
gression 1,1, 1, etc. qui en vient ne peut 
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' • . . » t 
pas être admise, puisqu’elle ne sauroit repré 

senter le diviseur cherché m x -f- a qui doit 

varier nécessairement parles différentes valeurs 

de x. Je vois de même que 7 ne sauroit être 

pris pour le second , car le troisième terme que 

produiroit cette supposition seroit i3 qui ne se 

trouve pas dans la troisième bande. 

Prenant ensuite 1 en — , je vois que 1 de 
la seconde ne lui sauroit servir de*second terme, 
parce que le troisième seroit 3 , qui n’est pas 
dans la troisième bande. A l’égard de 7, il est 
inutile de chercher si le troisième terme qu’il 
donneroit se trouve dans la troisième bande , 
puisque la différence de — 1 à 7 est 8, qui 
n’est pas un diviseur du coefficient du premier 
terme de la quantité proposée. Donc 1 , soit 
qu’on le prenne en -J-, ou qu’on le prenne en 
— , est à rejetter. 

Parcourant de la même maniéré tous les 
autres nombres de la première bande, je*ne 
trouve que 10 qui puisse avoir les. conditions 
convenables. Lui donnant 7 pour second terme, 
il donne la progression 10, 7, 4, 1, — a 
dont la différepee est 3 , diviseur du coefficient 
de 6 x 3 . .... 

Ayant donc écrit cette progression dans la 
quatrième colonne, je prends le terme -t- 4 
qui répond à la supposition de x = o pour 
exprimer la partie a du diviseur cherché , et 
rçtranchant le même terme -f- 4 du terme su- 
périeur -+■ 7 qui représente rn -L a > j’$i H- 3 
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pour exprime^ rn, c’est-à-dire , que le diviseur 
cherché, ^’il doit y en avoir un, ne peut être 
que 3 x H- 4. Je tente donc la division par cette 
quantité, elle réussit, et me donne pour quo- 
tient 2 #3 —, 3 x 2, — 3 a; -4- 5 . 

XXIV. 

Examinons présentement les cas où les di- Méthode 
viseurs doivent être du deuxieme degré. Soit 
pris m x 2 -4- b x -+- c pour représenter le du i« degré, 
diviseur cherché d’une quantité donnée; il est do?«voirun 
clair, comihe ci-dessus, que le dernier terme c eoeffic,en '- 
sera un diviseur du dernier terme de la quantité 
donnée, et que m sera un diviseur du coeffi- 
cient de la plus haute puissance de x dans la 
quantité donnée. 

Choisissant donc d’abord pour représenter 
m un des diviseurs du coefficient du premier 
terme de la quantité donnée, et faisant la même 
opération que dans l’article XIX, à cela près, 
qu’au lieu de retrancher les quarrés 16, 9,4, etc. , v 

on retranche le produit de ces mêmes quarrés 
pas le nombre qu’on aura choisi pour m, on 
trouvera de même b et c. 

Si le diviseur que l’on a ainsi , en mettant 
dans m x 2 b x H- c, pour m le nombre 
choisi, et pour b , c, ceux qui auront été dé- 
terminés d’après ce choix , ne réussit pas , on 
prendra un autre des diviseurs du coefficient 
du premier terme de la quantité donnée pour 
représenter m, et l’on achèvera le calcul de la 
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tnêine maniéré. Si après avoir essayé tous les 
diviseurs du coefficient du premier terme , il 
arrivoit qu’on ne trouvât pas de diviseur par 
cette méthode , on seroit sûr que la quantité 
proposée n’en devoit point avoir. 

X X V. 

Application Soit pris*, pour faire une application de cette 
thode à un méthode, la quantité 4 x 5 + 16 a; 4 — 22 
exemple. __ x 2 — 56 x ■+■ 77 dont on demande un 
diviseur du second degré. Ayant d’abord placé 
à l’ordinaire ( table suivante, case *3 ) dans la 
première colonne les nombres 2 , 1 , o , — 1 , 
— 2, etc. auxquels on égale successivement a-; 
dans la ; seconde , les nombres 117, 5 , 77, 
i 53 , 437 que devient successivement la quan- 
tité proposée par ces valeurs de oc ; dans la 
troisième , tous les diviseurs des nombres de la 
seconde : je commence par chercher, suivant 
les réglés de l’art. XIX , s’il y a quelque diviseur 
du second degré , dont le premier terme ait 
l’unité pour coefficient ; mais n’en trouvant 
point, je suppose que m, c’est-à-dire, le coef- 
ficient du premier terme du diviseur) soit a 
qui est un des diviseurs du coefficient 4 du 
premier terme de la quantité donnée. 

Je place alors dans la quatrième colonne , 
au lieu des quarrés des nombres de la pre- 
mière, le produit de ces mêmes quarrés par 
3, valeur supposée de m, c’est-à-dire , que j’écris 
dans la quatrième colonne les nombres 3 , 2 , 
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o , 2 , 8. Je retranche ensuite ces nombres"de 
tous ceux de la troisième colonne pris en — et 
en -4- , ce qui me donne pour la première bande 
de la cinquième colonne — i2Ô , — 47, — 21 , 

— ]7 > — 1 1 ^ — 9 > “ 7 ? “ 5 -4- 1 , -h 5, 

4- 3 i , -+- 109 ;'paur la seconde bande — 7, 

— 3 , etc. 

Tous ces nombres écrits, je cherche tou- 
jours, comme ci-devant, des progressions arith- 
métiques parmi tous ces termes , et je ne 
trouve que la progression 4 - 5 , — 3 , — 11, 

— 19, — 27 que j’écris dans la sixième colonne: 
cela lait , je prends — 1 1 répondant à zéro 
pour exprimer le nombre ç, et retranchant ce 
nombre de — 3 qui est au-dessus , j’ai le reste 
4- 8 pour exprimer b. Le diviseur qui résulte 
donc de la supposition dem = 2 est 2 x 2 4<- 8 x 

— 1 1 ; j’essaye alors la division qui réussit en 

donnant pour quotient 2 rr 7, et sans 
prendre la peine de faire le calcul que deman- 
deroit la supposition de m — 4, je vois qu’il 
ne doit pas réussir , parce qu ? il fàudroit pour 
cela que le quotient 2 a: 3 7 pût se décom- 

poser , ce qui est impossible. Ainsi la quantité 
proposée n’a pas d’autre diviseur du second 
degré , que 2 x 2 -f- 81— 1 1. 

X X V I. 

Lorsqu’on cherchera les diviseurs d’une 
quantité qui ne passera pas le cinquième degré, qui ne monte 
on pourra toujours les trouver par les méthodes me degré*, '« 
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qui i deidi- précédentes , car aussi-tôt qu’on se sera assuré 
«ion avoir par ces méthodes que cette quantité naura 
moini^eievé point de diviseur, ni du premier, ni du second 
Semi* ,roi * , on sera sûr aussi qu’elle n’en aura pas 
du troisième. 

XXVII. ’ 

si laquan- Mais si la quantité proposé s’élève au sixiem© 
au* sixième degré ou au-delà, elle pourroit n’être décom- 
degté ou au- p° sa ]q e q u ’ efl des quantités d’un degré plus 
pourràitn'a- élevé que le second. La méthode qu’il faudroit 
viseurs* que suivre pour trouver ces diviseurs, est fondée 
de plus ri ^3 à-peu-près sur les mêmes principes que les pré- 
dimension». cédons; je ne m’arrête point à l’expliquer à 
cause de la longueur des calculs. 

XXVIII. 

Tout ce que nous venons de dire sur les di- 
viseurs commensurubles , ne regarde que les 
. équations numériques ; cependant les équations 

littérales pouvant aussi avoir des diviseurs com- 
mensurables, il faut voir ce que l’on doit faire 
pour les trouver. 

Supposons d’abord que l’équation ne ren-* 
ferme qu’une lettre connue avec l’.v, et que 
cette équation soit ce que l’on appelle homo- 
gène ; c’est-à-dire, que tous ses termes ren- 
ferment , indépendamment des coêfficiens nu- 
mériques , le même nombre de facteurs ; telle 
seroit l’équation — ax % — io a x x -J- 6 a & 9 
par exemple. On n’aura qu’à substituer l’unité 
à la place de la lettre connue a de cette équa- 
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tion, et chercher ses diviseurs de la même 
maniéré que ci-dessus. Ces diviseurs étant 
trouvés, s’ils sont du premier degré, on re- 
mettra la lettre a à côté du nombre qui sert de 
second terme. Si le diviseur est du second degré, 
on placera a après le coefficient du second 
terme , et a a après le nombre qui sert de 
troisième terme. 

Soit, par exemple, la quantité x 3 + 4<z x 2 

— 17 a 2 x — 12 a 3 ; après avoir fait <2 = 1, 
et trouvé que la quantité x 3 + 4 a: 2 — 17# 

— 12 , qui vient par cette opération, a pour 
diviseur x — 3 , je conclus que x — 3 a est 
un diviseur de la quantité proposée. 

Qu’on ait ensuite 2 x 5 -h 5 a x 4 — 3 a 2 x 3 

— 8 a ,3 x 2, — 20 « 4 x + 12 a 5 . En supposant 
a — 1 , on aura 2 x 5 H- 5 x 4 — 3 x 3 — 8/ 

— 20 x -+- 12 qui donne pour diviseur du se- 
cond degré 2 x 2 -h 5 x — 3 . Mettant alors dans 
ce diviseur a à côté de 5 , et a a à côté dé 3 , 
il vient zx 2 -+- 5 ax — 3 a a pour le. diviseur 
du second degré de 2a: 5 -t- 5 ax* — 3 a 2 x 3 ' 

— 8 tz 3 x 2 — 20 a* x -4- 12 a 5 . 

XXIX. 

Dans une équation homogène et qui est af- 
fectée de trois lettres, on pourroit, en suivant 
les méthodes précédentes , parvenir encore à 
trouver ses diviseurs, tant du premier degré 
que du second ; mais «à l’aide de quelques ob- 
servations de calcul qui se présentent assez na- 
turellement, on peut réussir d’une façon un peu 
plus commode. 



Méthode 
pourtrouver 
tous les divi- 
seurs à deux 
lettres dans 
unequantité 
qui en a trois 
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Supposons d’abord que la quantité donnée 
qui renferme trois lettres, a , b , x , dût avoir 
pour' diviseur upe quantité qui n’en renfermât 
que deux , que les lettres x, et a, par exemple. 
Puisque ce diviseur , quel qu’il soit , pourra , 
sans contenir de b, diviser la quantité donnée 
où b entre, il faut que la valeur de b soit indif- 
férente à la division , et que cette division puisse 
se faire de même lorsque b sera zéro. Donc 
si on fait b — o dans la quantité donnée , il 
faudra que la quantité donnée, par cette sup- 
position ait pour commun diviseur avec la 
quantité entière , le diviseur cherché. La ques- 
tion est donc en ce cas renfermée dans une 
autre, traitée dans la première partie , article 
LXXIII, où l’on a enseigné à trouver le plus 
grand commun diviseur de deux quantités 
données : de sorte que par ce qu’on a enseigné 
dans cet article, on trouvera le diviseur cherché 
de quelque degré qu’il soit, pourvu qu’il n’ait 
que deux lettres. 

xxx. 

Pour montrer l’application de cette méthode , 
soit pris d’abord la quantité x* a x ^-\~2 a 3 x 2, 
-\-3a3x-\-abbx -f-« 4 -p aabb , dont on 
cherche un diviseur où les seules lettres a, x 
entrent. 

En faisant b = o il viênt x* a x^ 2 a 2, x 2 
-f- 3 «3 J7-+- a* dont le- plus grand commun di- 
viseur avec la quantité entière, ou, ce qui re- 
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vient au même, avec le reste a bbx-\~aabb , 
k%t x a, qui est donc nécessairement un 
diviseur delà quantité donnée, et le plus grand 
Iqu’elle puisse avoir qui ne contienne pas de b. 

. XXXI. 

Soit x 5 — 4 a x* 4- 6 a a x 3 — a b x 3 Autre 
- \~abb x 2 -{■ zacib x 2 — 4a 3 x 2 — 2 aabbx * Xemp *’ 

— 2 a 3 b x -f- 2 a 3 b b’, en faisant b — o dans 
cette quantité, on a a; 5 — 4 a x 4 -h 6 a a x 3 

— 4 « 3 x 2 dont il faut chercher le plus grand 
commun diviseur avec la quantité proposée , 
ou, ce qui revient au même, avec le reste^ 

— ab x 3 -\~abb x 2 -f- 2 aabx 2 — 2 aabbx 

— 2a 3 b x-\- 2a 3 bb , c’est-à-dire , le plus grand 
commun diviseur des quantités x 3 — 4 a x* 

. - 4 - 6 a a x — 4 a 3 et — x 3 -4- b x 2 -h 2 a x 2 

— 2a b x — 2 aax-\-2aa b. 

Or, s’il y a un diviseur commun entre ces 
deux quantités qui ne contienne pas de b , il ' 
sera aussi commun aux deux parties — x 3 
4- 2 a x 2 — 2 a 2 x , et b x 2 — *2 a b x * 4 - 2 a 2 b 
de la derniere de ces deux quantités ; mais le 
diviseur commun de ces deux parties ne peut- 
être que xx — 2 a x-\- 2 a 2 , j’examine donc 
s’il divise aussi x 3 — 4 a x 2 ~h 6 a a x — 4 a 3 , 
et comme il le divise en effet , je conclus 
qu’il est le diviseur cherché de la quantité 
proposée. 


XXXII. 

Supposons présentement que la quantité 


Méthode 
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pourtrourer proposée , composée de trois lettres dont on^ 
de frois'et- cherche les diviseurs , n’en ait aucun composer 
premier de- seulement de deux lettre*, ou bien que si eÎHt 
«ré. en renferme, on ait commencé par les trouver 
et les mettre à part. Pour trouver alors les 
diviseurs de trois lettres et du premier degré 
quelle peut avoir, je commence par repré- 
senter ce diviseur par mx-\~n ,p 

étant supposés désigner des nombres. Je re- 
marque ensuite que si on fait successivement, 
* a, x , légaux à zéro dans ce diviseur, on a 
les trois quantités 7nx-+-pb,na-+-pb,mx 
-4- na, telles que les deux termes que chacune 
d’elles renferme , se trouvent répétés dans les 
deux autres quantités. mx-+-pb, par exemple, 
•donné par la supposition de a = o , est com- 
posé de m x qui se trouve dans m x -4- n a 
donné par la supposition de b — o, et dep b 
qui se trouve dans n a -\-p b donné par la sup- 
position de x — o. Je vois en même-temps que 
la somme de ces trois quantités m x-\-na , mx 
-h p b , n a b , est le double du diviseur 
entier mx-\-na-±-pb. 

Or, comme ces trois quantités sont nécessai- 
rement des diviseurs de celles que l’on auroit 
en faisant les mêmes suppositions d ea, x , b 
égaux à zéro , dans la quantité proposée ; on 
tire de-là , que pour trouver les diviseurs de 
cette quantité qui ne montent qu’au premier 
degré , et contiennent trois lettres, il faut com- 
mencer par écrire Séparément les trois quan- 
tités , 
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tités, dans lesquelles la proposée se change par 
la supposition de a, x, b égaux à zéro ; écrire 
ensuite à côté de chacune de ces nouvelles quan- 
tités tous ses diviseurs du premier degré, et à 
deux lettres. Cela fuit , il faut choisir trois di- 
viseurs parmi ces trois classes de diviseurs à 
deux lettres, en observant les conditions dont 
nous venons de parler, que les deux termes 
dont chacun de ces diviseurs sera composé, se 
trouvent dans les deux autres diviseurs. Ces • 
trois diviseurs étant ainsi trouvés, la moitié de 
leur somme sera le diviseur de la quantité pro- 
posée , si elle en a un. 

Si pour trouver dans un de ces trois divi- 
seurs de deux lettres, les deux termes qui 
doivent être la répétition de ceux qui sont 
dans les deux autres , il falloit en changer les 
deux signes â-la-fois; on voit bien que ce chan- 
gement seroit permis, puisqu’ en général, une 
quantité qui en divise une autre, la divisera 
encore, si on en change tous les signes. 

XXXIII. 

Pour montrer l’application de cette mé- d e pp isf*m£ 
thode, soit proposée la quantité 2z 3 + 7 ai v 2 

— 3 b x 2 H— 5 a 2 x — 3 abx-\~ 4 b 2 x-\- 1 o a b b exemple, 

— 6 A 3 . Ayant d’abord écrit ( voyez la table 
ci-jointe, case 1 ) dans une colonne verticale 
les trois quantités 10 a b 2 — 6£ 3 ; au: 3 — 3 bx 2 
-t- 4 £ b x — 6 è 3 ; 2 x 3 -f~ 7 a x 2 -t- 5 a 2 x' i 
dans lesquelles cette quantité se change par la 

Tonie IL F 
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supposition de x, a, b égaux à zéro, je place 
dans une seconde colonne verticale vis-à-vis 
de chacune de ces trois quantités , leurs divi- 
seurs à deux lettres et du premier degré. La 
première fournit 5 a — 3 & et io a — 6 b\ la 
seconde seulement 2 æ — 3 b , et la troisième 
i x -h 5 a. Cela fait , je vois tout de suite que 
si des deux diviseurs 5 a — 3 b , io a — 6b, 
on prend le premier 5 a — 3 b ; il aura avec 
les deux diviseurs 2 x — 3 b , 2 æ + 5 a , la 
propriété requise. Car ce premier diviseur 5 a 

— 3 b contient 5a qui est répété dans le diviseur 
ax-f-5 a et — 3 b qui est répété dans i x — 3/6* 
de même 2x — 3 b contient ix qui est répété dans 
2x -f- 5a , et — 3 b qui est répété dans 5 a — 3b j 
enfin, 2x 4- 5 a est composé de ix et de 4- 5a , 
qui sont répétés dans les deux autres diviseurs 
5 a — 3b, ix — 3 b. 

J’ajoute donc, suivant la règle précédente, 
ces trois diviseurs, et j’ai 4 x — 6 b 4- io a , 
dont la moitié 2x — 3b-\-5a est le diviseur 
cherché. En effet, si on tente la division, on 
trouve pour quotient x* -h ax 2 bb. 

XXXIV. 

Soit proposé maintenant de trouver les di- 
viseurs du premier degré et à trois lettres de 
la quantité 8x 4 — 2 ax 3 — io bx % — 3a 2 x z 

— 5 abx z — 12 ab z x 4- 9 a 2 b z 4- i5 ab 3 . 
Ayant fait successivement x, a, b égaux à 
zéro dans cette quantité, j’ai les trois quantités 
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ga 2 b 2 H- ,i 5a63 } 8x* — io bx3 , 8x 4 — 2 ax 3 

— 3a 2 x 2 que j'écris ( voyez la case seconde 
de la table ci-jointe ) l’une sous l'autre dans 
îfne colonne verticale. J’écris dans une autre 
colonne verticale à côté de chacune de ces 
quantités leurs diviseurs du premier degré, et 
à deux lettres ; ceux de la première sont 
3 a -+- 5 b et ga -h 1 5b ; ceux de la seconde 
4x — 5b, 8x — io b\ et ceux de la troisième 
4-x — 3 a et 2 X - 4 - a. 

Il' n’est pas difficile ensuite de trouver que 
les trois diviseurs 3a -f- 5b , 4 x — 5 b , et 
4 # — 3a ont les propriétés requises, pourvû 
qu’on prenne le premier 3a-j-5Â en changeant 
ses signes , c’est - à - dire , en l’écrivant ainsi 

— 3a — 5b ; je mets donc à part ces trois divi- 

seurs dans la quatrième colonne; je les ajoute, 
et je prends la moitié de la somme, ce qui me 
donné 4 X — 3a — 5 b pour le seul diviseur 
cherché, supposé qu’il y en ait un. Je tente 
la division, et je trouve pour quotient exact 
2x 3 -h ax 2 — 3 ab 2 . * . 

XXXV. 

Dans ces deux exemples nous n’avons point 
écrit les diviseurs d’une lettre que donnoient 
chacune des trois quantités de la première co- 
lonne, parce que ces diviseurs n auraient ja- , 
mais pu être les quantités dans lesquelles le 
diviseur à trois lettres se change par la sup- 
position de x, a, b égaux à zéro, et que 

F a 
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nous avons supposé qu’on s’étoit assuré par 
la méthode de l’article xxix , que la quantité 
proposée n’avoit pas de diviseurs à deux let- 
tres. Mais si on avoit des quantités qui eussent 
de ces sortes de diviseurs, et qu’on ne voulut 
pas se servir de la méthode de l’art, xxix. On 
pourroit les trouver en même-tems que ceux 
à trois lettres par la même méthode que nous 
venons d’expliquer, pourvû que ces diviseurs 
ne fussent non plus que du premier degré. 
Soit par exemple la quantité 1 6x 3 4- i6bxx 

— 48 axx 4- 35 aax — 1 6abx — 6a 3 4- 3 a % b. 
Ayant écrit dans une première colonne (voyez 
la case 3 de la table ci-jointe ) les trois quan- 
tités — 6a 3 4- 3 a 2 b, 1 6x 3 4- 1 6bxx, i6x 3 

— 48axx-h35a 2 x — 6n 3 ,dans lesquelles cette 
quantité se change par la supposition de æ, 
a, b égaux à zéro. J’écris dans la seconde 
colonne , et à la première bande , a , 3 a , 

— 2a 4- b, — 6a 4- 35 diviseurs du premier 
degré et à une ou deux lettres de la quantité 

— 6a 3 4- 3 a b . De même , dans la seconde 
bande, j’écris les diviseurs x, 2x , 4#, 8x, 
i6.r; x-±-b,2x-\~2b ) 4^4-4^, 8# 4- 8b, i6.r 
-\-16b, de la seconde quantité 16a: 3 4- 1 6bxx : 
et dans la troisième bande, a — 4X, 3 a — 4X, 
x — 2 a diviseurs de la troisième quantité 
t6x 3 — 4Üaxx 4-35 a*x — 6a 3 . 

Cela fait , à cause du grand nombre de ces 
diviseurs, il faut plus d’attention que dans les 
exemples précédens pour n’en laisser aucun 
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qui puisse avoir les conditions requises. Quant 
à l’ordre qu’on doit suivre il est à-peu-près le 
même que celui qu’on a suivi dans les di- 
viseurs numériques. Il faut donc comparer 
le premier de la première bande avec tous 
ceux des autres bandes , et faire ensuite la 
même opération pour chacun des autres divi- 
seurs de la première bande. Je vois d’abord 
que si a fait partie d’un diviseur de la quan- 
tité, ce ne peut être qu’un diviseur qui ne 
contienne que a et x parce que , s’il y avoit 
un terme qui côntînt b , ce diviseur ne se 
seroitpas réduit à a par la supposition de x—o. 
Ainsi je n’ai à choisir, dans ce cas, que parmi 
les cinq premiers diviseurs x, 2x, 4X, 8x, i6x. 
Or, comme de tous ces diviseurs il n’y a 
que 4X qui soit répété dans la troisième, 

( pourvû que ce diviseur 4x soit affecté du si- 
gne — ) , et qu’en même-tems de tous les di- 
viseurs de la troisième bande, il n’y a que le 
premier a — 4X qui renferme le même terme 
a de la première bande; je conclus que si a 
fait partie d’un diviseur, il faut que ce diviseur 
soit a — 4x, je l’écris donc à part. Je passe 
alors à 3 « , et comme je le trouve répété 
dans le diviseur 3 a — 4* de la troisième bande, 
et que l’autre terme 4x du même diviseur 
se trouve être un des diviseurs de la seconde 
bande , en changeant le signe de ce diviseur , 
je conclus que 3 a — 4X peut être encore un 
diviseur de la quantité proposée , et je le mets 
à part afin de l’essayer. F 3 
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Quant à — 2 a-f-ô on voit d’abord qu’il nç 
peut pas seul être un diviseur de la quantité 
proposée, parce qu’il faudroit pour cela que 
parmi les diviseurs de 16# 3 -P i6&r.r, on eut 
le terme b que deviendrait — 2 a~\~b par la 
supposition de a — o. Reste donc à savoir 
s’il ne feroit pas partie d’un diviseur où x 
entreroit. Pour m’en assurer, je commence 
par remarquer que de tous les diviseurs de 
la seconde bande il n’y a que x-\-b avec le- 
quel on puisse le comparer, parce que c’est 
le seul diviseur qui ait le terme -f- q de 
commun avec lui. Je vois aussi qu’il n’y 
a que x — 2 a de la troisième bande avec le- 
quel je puisse comparer le même diviseur 

— 2a H- b , parce qu’il n’y a que lui qui con- 
tienne le terme — 2 a. Je remarque enfin que 
de même que les deux termes du diviseur. . 

— 2a -\- b sont répétés dans les deux autres di- 
viseurs x b , x — 2a , le diviseur x b a aussi 
ses deux termes répétés dans les deux autres 

— 2a-\-b, x — 2 a, et réciproquement que 
les deux termes du diviseur x — 2 a sont ré- 
pétés dans les deux autres x-hb, — 2a-\-b. 
De-là je conclus que les trois diviseurs — 2a-\-b, 
x-\-b,x — 2a ont les conditions nécessaires 
pour former un diviseur. Je les ajoute donc, 
et je mets à part la moitié x — 1 2a+ b de 
leur somme pour un diviseur à tenter. Mais 
avant d’en faire le calcul , j’examine ce que peut 
me donner le diviseur — 6 a-+- 3 £; je vois 
tout de suite qu’il n’y a aucun de ses deux ter- 
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mes qui soit répété parmi les diviseurs des 
autres bandes, et qu’ainsi il faut les rejetter. 

Par cet examen , on trouve donc les trois 
diviseurs a — 42; , 3 a — 4 x y ,x — yi-\-b à 
essayer; je tente la division par le dernier, 
elle réussit, et me donne pour quotient 3 au 
— 1 6ax-\~ 16 xx, que je divise ensuite par 
3 a — 4 x . La division réussit encore , et me 
donne pour quotient le premier diviseur 
a — 4X. Ainsi la quantité proposée étoit le 
produit de ces trois diviseurs. 

XXXVI. * 


Si la quantité proposée n’a point de divi- Méthode 
seur du premier degré, et qu’on veuille exami- 
ner si elle n’en a point du second, on y par- se«*dute- 
viendra assez facilement à l’aide de quelques '° n à d t e r g 0 r £ 
observations analogues à celles sur lesquelles len,e5 * 
la méthode précédente est fondée. Soit pris 


mxx H- nax~\- pbx -h a rab-h sbb pour re- 
présenter le diviseur cherché du second de- 
gré; faisant successivement x — o y a — o. 


b = o , dans ce diviseur, j’ai les trois quantités 


qa % -\-rab sbb 
7 nx z -\~pbx 4- sbb 
mx 2 -\-nax-\-qa* m • 

qui sont toutes trois des diviseurs de celle 


que devient la proposée , l’orsqu’on y fait 
successivement les mêmes suppositions de 
x , a y b égaux à zéro. De plus, chacun deces 
diviseurs est toujours tel, que les termes af- 

F 4 
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fectés de lettres quarrées sont toujours répé- 
tés dans les deux autres diviseurs, tandis que 
les termes qui contiennent un produit de deux 
lettres, sont toujours les seuls de leur espèce. 
Voilà donc des conditions pour examiner 
les trois classes de diviseurs de deux lettres 
et du second degré qu’on tirera d’une 
quantité proposée,* ainsi quand on en aura 
trouvé trois qui rempliront ces conditions , 
on n’aura qu’à les ajouter , 'prendre ensuite la 
moitié de tous les termos affectés de quarrés, 
et laisser en entier ceux qui n’en contien- 
dront pas. 

XXXVII. 

Appiica- Pour montrer l’application de cette métho- 

méthode'"* quantité .T 5 ^ax^-~ha 2 X 3 -\-^) 2 X 3 

un exemple. a 3 x 2 — l^af) 2 X 2 -4- 3ô 4 X üAx Sa 3 b 2 , 

laquelle n’a aucun diviseur du premier degré, 
et dont on cherche quelque diviseur du se- 
cond. : • 

. - On reprendra d’abord ( voyez la pre- 
mière case de la table ci-jointe ) les trois quan- 
tités — 3 a 3 b 2 , x^~\-^b 2 x 3 -\-?>b^x\ x 5 — 4 ax* 
— 5a 2 x 3 — a 3 x 2 — a*x qu’on n’aura pas man- 
qué de tirer de cette quantité , en faisant suc- 
cessivement x, a , b égaux à zéro, lorsqu’on 
aura voulu s’assurer qu’elle n’avoit point de 
diviseurs du premier degré. On mettra ensuite 
à côté de ces quantités leurs diviseurs du se- 
cond degré j la première fournissant a 2 , ab f 
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-f- 4 6\r -j- xo a b 1 — 6 b* 
,lo a — 6 4 5 a — 36 

2 x — 3 6 
z 2 .x -|- 5 a 

5 a -f- 2 x 


b x' — 12 a b r x + 9 a’6 1 *4- 
-f- i 5 6 — 3 a — 56 

— io 6 4# — 56 

+ a j 4 x — 3 a 

4 x — 3 a — 5 l 


ibx — 6 a* + 3 a'b 
— 2 a + 6 , — 6 a -4* 3 6 , 

'ix,\ 6 x ,x-\-b, 2 .x-\- 2 .b,^x-\- 4 bfiX’\-\ 

, 3 a — 4x,x — 20 


.3a — 2a -j- 6 

— 4 x * + i 

— 4 a: a 1 —2a 

— 4* a: — 2a -j- 6 
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b\ y 3ab, 3 bb\ la seconde x 2 -+- 3b 2 , 
& -\~b 2 ,• la troisième seulement x 2 -\-ax. Dans 
cette méthode on ne sauroit rejetter les divi- 
seurs qui n’ont qu’un terme, quand même 
on se seroit assuré que la quantité proposée 
n’a aucun diviseur à deux lettres , parce 
qu’un diviseur à trois termes et du second de- 
gré, peut se réduire à un seul terme par la 
supposition de l’une des lettres égale à zéro. 

Il s agit présentement d’examiner tous les 
diviseurs de la première bande ; je vois d’a- 
bord que le premier a 2 est à rejetter, parce 
que ce quarré ne se trouve point répété 
dans les autres bandes. Je passe ensuite à ab, 
et de ce que ce diviseur ne contient aucun 
terme affecté de aa et de bb , je conclus que 
le diviseur dont il pourroit faire partie, ne 
pçut avoir, outre ce terme que des xx, des 
ftx, et des bx\ et comme cette raison exclut 
la comparaison qu’on pourroit faire de ab 
avec les diviseurs x 2 -\-2> b 2 , x 2 -h b 2 , il s’en- 
suit que si ab doit faire partie d’un diviseur 
de la proposée , ce diviseur ne peut être que 
xx -f- ax -f- ba ,• mais je vois en même tems 
que xx -f- ax - 4 - ba ne sauroit être un divi- 
seur de la proposée , puisqu’il deviendroit 
seulement xx par la supposition de a— o, et 
que xx n’est point un des diviseurs de la se- 
conde bande. Donc le diviseur ab est encore 
à rejetter. , . ...... 

Quant au diviseur bb , je le trouve répété 
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dans le diviseur x 2 -f -b 2 de la seconde bande*, 
et trouvant que le même diviseur x 2 H- b 2 , 
a x 2 de commun avec le diviseur de la troi- 
sième bande, je conclus que x 2 -\-b 2 -\-ax a 
les conditions requises pour tenter la divi- 
sion. Mais avant de l’entreprendre je passe 
aux autres diviseurs de la première bande , 
et je vois d’abord que 3 cia, et 3 ab sont à 
rejetter par la même raison que a 2 et ab ; 
je vois ensuite que 3 bb étant répété dans le 
diviseur x 2 -\-Zb 2 et x 2 dans xx-hax, il 
s’ensuit que xx -+- 2>bb ax a aussi les con- 
ditions requises pour tenter la division ; j’es- 
saye alors ces deux divisions , et je trouve 
que la seconde seule réussit. Le quotient qu’elle 
donne est x% — 5 ax 2 -f- b 2 x — «3. 4 

Au lieu de parcourir tous les diviseurs de 
la première bande, on auroit pu examinej le 
seul que la derniere bande contient , et trouver 
bien plutôt que x 2 -\ - ax -h b 2 et x 2 -I- ax 
*+• 3 b 2 étoient les seuls diviseurs à tenter. 
Car , remarquant alors que le diviseur x 2 
~hax contient x 2 qui est répété dans x 2 
-+-3Æ 2 et x 2 -{-b 2 y. et que ces deux derniers 
contiennent l’un3 £ 2 et l’autre £ 2 qui sont cha- 
cun dans les diviseurs de la première bande , il 
étoit facile d’en conclure que x 2 ax -f- b 2 et 

x -+*ax-+-?>b 2 ont les conditions requises et 
qu’ils sont les seuls 5 puisque, s’il y en avoit 
d’autres , ou bien ils auroient donné d’autres 
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quantités que xx-+-ax par la supposition de 
èubien d’autres quantités que :c 2 -+-3/>> 2 
et x 2 -hb 2 par la supposition de a=o. 

XXX VIII. 

Qu’on ait présentement à chercher les di- pi“' reexem 
viseurs de la quantité aar 5 -f- 3ux 4 -h b 2 x 3 
' — a 2 x 3 -i-^ab 2 x 2 -+-6a 2 b 2 x-h 2ab4 — za 3 b 2 , 
soit du premier degré , soit du second, soit à 
deux lettres, soit à trois, 

2ab 4 — za 3 b 2 , 2 x 5 -+~b 2 x 3 , et 2X 5 -\-3œx4 . 

— a 2 x 3 étant les quantités que donne, dans 
la proposée , la supposition de x, a, b, égaux 
à zéro, il faut d’abord ranger vis-à-vis de 
chacune de ces quantités tous les diviseurs 
qu’elles peuvent avoir tant du premier degré 
que du second. Comme la première de ces trois 
quantités ena un assez grand nombre, on doit, 
dans la crainte d’en omettre quelqu’un, les 
chercher tous avec le même ordre que nous 
avons suivi pour les diviseurs numériques. 

Ayant écrit ( voyez la seconde case de la -'j, 0 " 
table ci-jointe ) cette première quantité 2 ab^ Ae^ A °™ ée 
— 2 a 3 bb à part avec une barre à sa gauche , pou ’r «rou- 
et à gauche de cette barre l’unité, comme pre- '° u u r s s les 
mier diviseur de la quantité , je pose 2 au-des- f un nom- 
sous de i , parce que c est apres i le diviseur quantités 
le plus simple que puisse avoir cette quantité, lltterales * 
et j’écris à droite de la même barre ab 4 — a 3 b 2 . 

Je divise ensuite cette quantité para, et j’écris 
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a à gauche de la barre , en mettant en mémo 
tems à droite le quotient b 4 — a 2 b 2 ; je mul- 
tiplie alors a par 2, ce qui me donne 2 a 
que j’écris à gauche de a comme un nouveau 
diviseur de la quantité; puis je divise M — a 2 b 2 , 
par b , et j’écris le diviseur b à gauche , et le 
quotient b 3 — a 2 b à droite. Enfin je multiplie 
b , par 2 , par a , par 2a ; et je mets à gauche de 
b , les produits, 2b, ab , 2 ah comme de nou- 
veaux diviseurs de la quantité. 

La quantité étant réduite à b 3 — a 2 b, je la 
divise encore par b , que j’écris toujours à gau- 
che, ainsi que le quotient bb — aa à droite; 
je ne multiplie point ensuite b par 2 , ni par a , 
ni par 2 a , parce que cela donneroit des divi- 
seurs que j’ai déjà eu; mais je le multiplie par 
b et par 2 b , ce qui me donne les nouveaux di- 
viseurs du second degré bb et 2bb\ si j’en 
vouîois admettre du troisième, ainsi que cela 
peut être nécessaire dans d’autres occasions, je 
multiplierois, outre cela, b par ab et 2 ab. 

Après avoir réduit la quantité à bb — aa, 
je vois qu’elle est divisible par b — a , et que 
le quotient est b -\~a ; j’écris donc l’un à gauche 
et l’autre à droite, et je multiplie b — a par 
2, par a , par b , par 2a, et par 2b , ce qui 
me donne pour nouveaux diviseurs du pre- 
mier et du second degré, 2 b — 2a, b a — aa, 
bb — ab, 2 ab — 2 aa, zbb — 2 ab. Si j’en avois 
voulu du troisième et du quatrième degré , 
j’aurois , outre cela , multiplié b — a par 
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ab , 2ab , abb , 2abb. La quantité restante £>-+-« 
n’ayant plus d’autre diviseur qu’elle-mêrae , je 
l’écris à gauche , et je la multiplie par 2 , par a , 
par b , par a b, a a, b — a, a b — a a y ce qui me 
donne les nouveaux diviseurs du premier et du 
Second degré, aé-f-aa, ba-\-aa , 2ba-\-2aa, 
bb-\-aby 2 bb-\- 2 .aby bb — aa, 2 bb— 2 aa. Si 
j’en avois voulu admettre des troisième , qua- 
trième et cinquième degrés, c’est-à-dire, tous 
les diviseurs que la quantité proposée pouvoit 
avoir , j’aurois multiplié , outre cela ,b~\~a par 
ab , 2 ab , bb y a bb, abb , 2abb, ba — aa, a ba 

— a aa y bb \ — ab , a bb — 2 ab , abb — aab , 2 abb 

— 2 a 2 b, 2>3 — aJb 2 , 2 b 3 — 20b 7, ,ab 3 — a 2 b 2 , 
a ab 3 — 2 a 2 b 2 . 

Cela fait, j’écris (V oyez la troisième Case de 
la Table ci-jointe) tous les diviseurs du premier 
et du second degré a , 2a , b , 2 b, b — a , 2 b — an, 
b-\-a, 2b-\-2a,ab , 2 ab, b 2 ,2b 2 , ab — aa , 
2 ba — raa, bb — ab, 2 bb — 2 ab, ba-\-aa , 
2Ôa-\-2aa , bb-\~ba, 2bb-\- 2ab , b 2 — a 2 , 
2 b 2 — 2a 2 à côté de la quantité 2 ab* — 2 a 3 b 2 
qui les a donnés. J’écris ensuite à côté de la 
quantité 2a: 5 -h b 2 x 3 , les diviseurs du premier 
et du second degrés, x 2 , 2x 2 -T bb, et à côté 
de la quantité 2x s H- 3 ax 4 — a 2 x 3 , ses divi- 
seurs du premier et du second degré x, x 2 , 
2 xx -f- 3 ax — aa. 

Parcourant après tous ces diviseurs pour sa- 
voir ceux qui peuvent être admis , je remarque 
bientôt qu’il n’y en a aucun du premier degré. 


Digitized by Google 



94 Élémens 

Car ne trouvant que x dans la seconde et la 
troisième bande qui soit du premier degré , je 
conclus qu’il doit être le seul diviseur du pre- 
mier degré , s’il y en peut avoir; puisque si le 
diviseur du premier degré renfermoit, ou un 
terme affecté de a, ou un affecté de b , celui 
qui auroit été affecté de a , seroit resté dans 
les diviseurs donnés par la supposition de b—o, 
et que celui qui auroit été affecté de b seroit 
resté dans les diviseurs donnés par la suppo- 
sition de <z=o. Mais x n’est point un diviseur 
de la quantité proposée ; donc il n’y en a point 
du second degré. Je viens ensuiteaux diviseurs 
du second degré, et je commence par x 2 que je 
prends dans la troisième bande, je conclus que, 
s’il fait partie d’un diviseur, il ne peut lui man- 
quer qu’un terme affecté du produit ab. En 
effet, s’il y en avoit eu qui fussent affectés de 
aa , de bb , de ax ou de bx, ceux qui auroient 
été affectés de bb ou de bx , n’auroient pas dis- 
paru par la supposition de a— o, et ceux qui 
auroient été affectés de aa ou de ax , ne se se- 
roient pas évanouis par la supposition de b—o. 
Mais je trouve dans la première bande ab et 
2«6; donc xx~\~ab, xx-hzab, xx — ab,xx 
— 2 ab, sont des diviseurs à tenter. 

Je passe ensuite au diviseur 2 x^~h 3 ax — aa, 
et je trouve le terme 2x 2 répété dans le divi- 
seur supérieur 2xx-\-bb, je trouve en même 
tems le terme — ««répété dans plusieurs divi- 
seurs qui sont au-dessus : mais de tous les divi- 


Digitized by Google 



D’ALGEBRE. 95 

seurs où il est répété, il n’y a que bb — aa 
qui ait en même tems le terme b b que contient 
le diviseur 2 xx-\-bb. Ainsi ce n’est qu’avec 
2xx -+- bb et bb — aa que 2 x 2 3 ax — aa 

peut concourir à former un diviseur qui ait les 
conditions requises , et ce diviseur qui est 
2x*-h3ax — aa-\rbb, est, par conséquent, 
à tenter. Je vois qu’il n’y en a plus d’autre à 
chercher, parce que s’il pou voit y en avoir un 
qui n’eût pas été découvert dans l’examen qu’on 
vient de faire des diviseurs de la troisième 
bande, il faudroit que ce fut un seul terme 
affecté de ab : or, on voit tout de suite que la 
quantité n’a point de diviseur de cette nature. 

Je tente alors la division par zxx 3 ax 
— aa -f- bb j elle réussit, et me donne pour 
quotient x$ -f- zabb qui m’apprend qu’aucune 
des quantités xx-\-ab , xx — ab , xx -f- 2 ab, 
xx — 2 ab, ne peut diviser la proposée. 

XXXIX. 

Si la quantité proposée étoit d’un degré plus 
élevé que le cinquième , et qu’après s’être as- 
suré qu’elle n’a aucun diviseur, ni du premier, 
ni du second degré , on voulût chercher ceux 
du troisième , quatrième , etc. degré qu’elle 
pourrait avoir, on suivrait pour cela une mé- 
thode analogue à celles qu’on vient d’expliquer, 
et qu’il est assez facile d’imaginer. 

Si la quantité dont on cherche les diviseurs 
renfermoit plus de trois lettres, la méthode 
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qu’il faudroit suivre pour les trouver, seroit, à 
• très-peu de chose près, la même que lorsqu’il 
n’y enaque trois; ainsi nous laisserons les Com- 
mençans s’y exercer. 

X L. 

c< qu'il faut Lorsqu’on aura une quantité dont tous les 

faire pour termes ne son t pas homogènes , c’est-à-dire , éle- 
diviseurs des vés au meme degre , on n aura qu à commencer 
qui "ne é sont P 31 ’ mettre tous ses termes au même degré , à 
pas homo- l’aide d’une nouvelle lettre , et chercher les di- 
viseurs de cette nouvelle quantité par les réglés 
précédentes. Ces diviseurs trouvés, on en chas- 
sera la nouvelle lettre introduite, en la suppo- 
sant égale à l’unité, et l’on aura par ce moyen les 
diviseurs cherchés. Que j’aie, par exemple, la 
quantité oçf> -t- bx 5 — bx 4 -f- x 2 -\-bx — b ; je 
multiplie le terme bx 4 par a, afin de le ren- 
dre du sixième degré. Par la même raison , je 
multiplie x 2 par « 4 , bx par « 4 , et b par a 5 ; 
ce qui me donne la quantité x 6 -h bx 5 - — abx 4 
►4- a^xx-ha^bx — a 5 b, laquelle, au moyen 
des méthodes précédentes, se trouve être le 
produit de xx —7 ab bx par x 4 -+- a 4 . Je 
suppose a= 1 dans ces deux produisans, ce qui 
me donne xx — b-\-bx , et x*-\-i pour les 
deux produisans de la quantité proposée 
a;6-t -bx$ — bx^-i-x 2 -\-bx — b. 

x 1. 1 . 

. « ! 

Il y a des cas où les diviseurs se trouvent 
plus facilement qu’en suivant les méthodes 

précédentes , 
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2 a, a 
7 b, ab ,2b, b 
\b, 2 bb,bb,b 

abh — 2 aab,abb — aab,2b x — 2ab,bb-a , b — a 


ab x -\-2a 2 b,ab 2 -\-a 2 b,2b' l -\-2ab,b 2 -a , b-\-a ) 
1 ab 3 — 2a l b,ab 3 — a i b, 2 b i — 2a x b, b 3 - 2 , b 2 — a 2 j 


1 2 abA — 2 a 3 b 2 \ 

2 ab *■ — a l bb 

a b+ — a 2 b 2 
b b 3 — d 3 b 

b b 2 — a 2 

b-f-a 

l I 


| a b 2 -X 2 -J- 6 a 2 b 2 x -{- 2 a b* — 

,SLb — 2a , b -f- a , 2b -j- 2 a 

,2bb — 2 aa,ba — aa,ba 4- aa,bb — b b — a à 

2Ùa 4 - 2 aa , 2bb — 2 ab , 2b b 4 - 

T 2 xx-J^hb 

2xx -±- 3 ax — a a 

— a a v , _ 

j 2 tx 4- b b 4” 3ax — aa 
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précédentes , lorsqu’on a un peu d’habitude 
dans le calcul. V r oici un de ces cas sur lequel 
il est bon de prévenir les cominençans. 

Lorsque quelqu’une des lettres dé la quan- 
tité proposée ne montera qu’au premier degré, 
il est aisé de voir qu’il ne peut y avoir qu’un des 
diviseurs de cette quantité qui contienne cette 
lettre. Donc il y aura au moins un diviseur qui 
ne la contiendra pas, et alors, suivant la mé- 
thode de Part. XXIX, pour trouver ce divi- 
seur, il faudra chercher le plus grand commua 
diviseur des termes où cette lettre se trouve, 
et des autres termes dans lesquels cette lettre 
ne se trouve pas. 

Soit, par exemple, la quantité xA — 3ax3 

— 8a 2 x 2 -1- 18 a3j~ -4- cx3 — acxx • — 8 a? ex 
-4 -ôa^c — 8^4* je cherche le plus grand com- 
mun diviseur des deux parties eu* 3 — acxx 
— > 8aacx-\-6a3c> et x* — 3x 3 — 8a 2 x 2 -h - i 8 « 3 u;. 

— 8a 4 de cette quantité, l’une contenant la 
lettre c , l’autre n’en contenant point , je trouve 
pour ce plus grand diviseur commun xx-\-i ax 
— 2 aa-y c’est en effet le diviseur cherché de la 
quantité proposée. 


Ci» où la 
diviseur se 
trouve plus 
facilement 
que par les 
méthodes 
précédentes. 
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D’ALGEBRE. 

- . 1 * . * . 

QUATRIEME PARTIE. 

0 

Résolution des équations des degrés quel- 
conques lorsqu'elles n ont que deux termes , 
ou lorsqu en ayant trois , elles peuvent se 
réduire à. celles qui ré en ont que deux, par 
la méthode des opérations du deuxième 
degré avec differentes ' opérations relatives ■ 
aux équations , comme Vélévation des 
puissances . V extraction des racines , la 
réduction des quantités radicales , etc. 



A P R È S avoir vu comment on tiroit d’une 
équation quipassoit le second degré, celles du 
premier et du second degré qu’elle pouvoit 
renfermer, il faut voir ce qu’on a fait pour 
résoudre les équations qui échappent à cette 
méthode. 

I. 

Des équ*- Pour aller du plus simple au plus composé, 
s'ieme^degré nous commencerons par les équations qui ne 
m e d s eux ter ‘ contiennent que deux termes : supposons 
d’abord qu’elles ne montent qu’au troisième 
degré, comme ax%=b. 
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Pour résoudre ces équations, il est bien aisé 
d’imaginer de délivrer d’abord x% de son 
coefficient, et de prendre la racine cube des 
deux membres. Le caractère qu’on emploie onmetm* 
pour exprimer la racine cube , est le même ? a *“ e r r è e C J7 
que celui dont on se sert dans la Cacine Pj^ “P"- 
quarrée; mais l’on met 3 au-dessus pour le ne cube, 
distinguer. 

Ainsi, pour exprimer la valeur de x qu’on 
tire de l’équation ax$ = 5,ouæ 3 = on 
3 _ 

écrit x — i/?- Si par exemple, b = 1000, 

/ 3 

et a =î 2, on a x = V^ 5 oo. 

I I. 

Il faut observer qu’on n’a pas ici, comme Les ra4i . 
dans les racines quarrées,la liberté de mettre caux cub «* 
H- ou — devant le signe radical ; matS'^ qu au avoir qu'un 
contraire, la racine cube d’une quantité estfôf“ e a u 
toujours de même signe que la quantité elle- 
même, à cause que le cube d’une quantité po- 
sitive est positif, et que celui d’une quantité 
négative est négatif. 

I I I. 

Cette résolution fournit assez naturellement 
une réflexion qui paroît contredire .celles 
qu’on a faites précédemment sur les nombres 
des racines des équations. Car , un > cube 
n’ayant qu’une racine, et cette racine n’ayant 
qu’un signe, il ne paroît pas qu’une équation 
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telle que a x 3 = b donne plus d’une valeur 
de x\ cependant, suivant ce qu’on a vu ci- 
dessus, on devroit s’attendre à trouver trois 
racines dans une équation du troisième de- 
gré , de même que deux dans une du second. 

Que qpnclure de cette réflexion? Aban- 
donnera-t-on ce principe si satisfaisant par sa 
généralité, et qui suit naturellement de la 
formation des équations, exposée dans la II le. 
partie , article 1 1 ? V oici le dénouement de 
cette difficulté, tiré de la formation même. 

Qu’on mette l’équation ax 3 = b sous cette 
forme x 3 — ^ = o , qu’on mette aussi sa ra- 

cine x = y -1 sous la forme x — A = o , 

3 

qu’on divise alors x 3 — — par x — V ! » on 

trouvera une équation du second degré qui 
contiendra les deux autres racines. 

Pour en faire le calcul plus aisément, soit fait 
= c 3 , on aura donc, au lieu des équations 
précédentes , x 3 — c 3 = o, et x — — o; 

divisant la première par la seconde, il vient 
au quotient xx -h ex -h cc = o ; dont les 
deux racines sont exprimées par x = — - c 

| cc, et deviendront la seconde et la ® 
troisième valeur cherchée de x dans l’équation 

# 3 = - , aussi-tôt qu’on aura remis à la place 
de c sa valeur 


\ 
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La substitution faite , les deux de x se 
‘trouveront exprimées par 

3 

Car on voit que le quarré de T j c’est-à- 


dire, le produit de \/~ par doit être 

3 

et qu’en général la multiplication des on ^“" 1 p e , 1 ^ 
racines cubes, comme celle des racines quar- fcyadieaox 
rées , se lait en multipliant d’abord les quan- 
tités qui sont sous le signe radical , et en 
mettant ensuite ce signe devant le produit. 


v. 


Les trois racines de l’équation proposée Racines de 

l’équation 

* , . /( 4uj'. degré 

— à deux ter» 
mes. 


1. A 

ax 3 — b , sont donc x = \/ — , x — — \ \/ - 

+ s*— K 4 - V=Wl ; 


la première réelle, et les deux autres ipiagi- 
ginaires , mais cependant toujours telles, 
qu’on peut dire qu’elles résolvent Féquation 
proposée. 


V I. 


Supposons maintenant qu’on ait une équa- 
tion à deux termes d’un degré quelconque , î£m.«dw 
on la résoudra de la même maniéré , en em- cû| r t L : ,u * 1 " 

63 
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ployant un radical dont l’exposant soit celui 

que l’inconnue a dans cette équation- Soit, 

par exemple, l’équation a x m — b,oux m <=— „ 

. " b 

on en tirera x-=\f — 

Si west un nombre impair, cette quantité 
ne pourra être que négative , lorsque -~ 
sera négatif, et elle ne pourra être que posi- 
tive, lorsque sera positif. Si m est un nom- 
bre pair , la racine aura , comme dans le se- 
cond degré , le signe Hh , et elle ne sera réelle 
que lorsque — sera positif. Dans le cas où 

~ sera négatif (m toujours pair), les deux 
racines exprimées par + seront alors 

lions ne sau- toutes les dèux imaginaires. Ainsi toutes 
roafs" 1 avoir 1 0S équations exprimées généralement pai* 

ràc. S réelles* = •“ ne pourront, au plus, avoir que 
deux racines réelles, les autres racines étant 
nécessairement imaginaires. 

Qu’on ait, par exemple, x 4 — 2 , 5 6, les 
deux racines réelles sont -j- 4 et — 4 , les deux 
imaginaires sont -4- V — 16 et — ' V — 16. 
Dans l’équation x 5 = 243 ,1a seule racine réelle 
est -t- 3 , et les autres , celles qu’on doit trouver 
en résolvant l’équation x^~\~ < dx^-\-gx u '-\-2 , ]x 
H- 81 = o qui vient par la division de l’équation 
x 5 —* 243 = 0 par l’équation a; — 3=0. Sans ré- 
soudre cette équation , on doit être assuré 
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que ses racines sont toutes imaginaires , puis- 
que , s’il y en avoit quelqu’une de réelle , elle 
résoudroit aussi = et par conséquent 
ilyauroit d’autre nombre réel que 3 qui, élevé 
à la cinquième puissance, donneroit 243. 

V I 1 . 

Il ne manque présentement à ce que nous 
venons de dire sur les équations à deux termes, 
que d’abréger ou simplifier les expressions ra- 
dicales quelles donnent, lorsqu’il y aura une 
partie de la quantité dont on pourra prendre 
exactement la racine, ou jnême d’éviter entiè- 
rement le signe radical , lorsque la quantité en; 
tiere sera une puissance complette. 

Pourreconnoîtrecescas, il faut commencer 
par faire quelques réflexions sur l’inverse de 
l’opération qu’on se propose alors, c’est-à-dire, 
sur celle par laquelle des quantités proposées 
s’élèvent à des puissances quélconques. 

Qu’on ait, par exemple, üne quantité telle 
que abcd à élever à la puissance m , on voit bien 
qu’il viendra par cette opération a’*b m c m d m . 

Qu’il s’agisse d’élever à une puissance quel- 
conque, une quantité comme qui a un di- 
viseur , il est clair qu’il faudra élever ce 
diviseur , ainsi que le numérateur à cette puis- 
sance quelconque, et que s’il y avoit des coef* 
ficiens, il faudroit qu’ils fussent aussi élevés à 
la même puissance. De plus, si les facteurs ou 
produisans delà quantité donnée se trouvoient 


Réflexions 
sur l'élc- 
vation des 
puissances. 


Digitîzed by Google 



Applica- 
tion des ré- 
flexiompré- 
cédentes à 
i'txtriction 
tesraciBCS. 


104 .Élémens 
déjà élevés à quelques puissances , ils devien- 
droient alors élevés â une nouvelle puissance, 
dont l’exposant seroit le produit de l’exposant 
qu>’ils avoient d’abord par celui de la puissance 

à laquelle on les voudroit élever. Ainsi ~^r 
élevé à la puissance 3, donnera à la 

puissance q, deviendra Tout cela est foyt 
simple, et suit entièrement de ce principe, 
qu’une quantité élevée à une puissance quel- 
conque, n’est autre chose que ce qui résulte de 
la multiplication de cette quantité par elle- 
même autant de fois moins une, que l’exposant 
de la puissance contient d’unités, 

VIII. 

On voit bien présentement que l’inverse de 
cette opération, c’est-à-dire, l’extraction des 
racines ne demandera autre chose que de divi- 
ser les exposans des parties ou facteurs de cette 
quantité par l’exposant de la racine ; soit que 
ces parties ou facteurs soient dans le numérateur, 
soit qu’ils soient aussi dans le dénominateur. 
Qu’il soit question, par exemple, de prendre 
la racine cube de ~ > on divisera par 3 les ex- 
posans 3, 6 , 9 , et on prendra leurs quotiens 
1 , 2 , 3 , pour les nouveaux exposans des mê- 
mes lettres. Par ce moyen sera la racine 
cube cherchée. 
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Si la quantité avoit eu un coefficient, on en 
auroit pris la racine cube; , par exemple j 
auroit donné ~~ pour sa racine cube. 

De la même maniéré , si on cherche la racine 
quarrée guarrée, ou quatrième de ~ ^ c ,r , on 

iab' 

trouvera ^r* 

I X. 


Lorsqu’il n’y aura qu’une partie de la quan- 
tité qui se pourra extraire , on l’extraira , et on 
laissera le reste sous le signe radical affecté de 
l’exposant qui lui convient. Soit proposé , par 
exemple, de prendre la racine cinquième de 

qui est composé du produit de . ■ *“ * 

b* • * 

par — dont la premiere*est exactement la cin- 


quième puissance de^-^, et dont la seconde 
n’a pas de cinquième racine ; il faudra écrire 
alors pour la racine cherchée. 


De même la racine cube de *JL b+ 16 a *S sera 

J4 “ 

* <t ? b+ic , . •, r và > b+\6à*c 

y j/— j - , parce que la quantité — ^ — est le 

produit de par 5 que la première de 

ces deux quantités est un cube parfait , celui 
de f a , et que la seconde n’a point de racine 


cube. De même 


jî a’ + u! a* b* — \6oa'b* 
1 *‘ 




5 

\ / a * + 4 ab 1 — y b*. 

k V 3 * 


De l’extrac- 
tion des ra- 
cine* , lors- 
que le* puis- 
sances sont 
incomplet— 
te*. 
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X. 

Lorsque la quantité , dont il faudra extraire 
la racine , sera composée , ainsi que les précé- 
dentes, de plusieurs termes, et qu’après avoir 
séparé de tous ses termes les quantités commu- 
nes qui sont des puissances complettes, on 
soupçonnera que le reste pourroit êti*e la puis- 
sance complété de quelque quantité comraen- 
surable composée de plusieurs termes, l’opéra- 
tion qu’il faudra faire pour s’en assurer , sera 
plus difficile. Afin de trouver la méthode 
qu’il faut suivre dans cette opération , nous 
commencerons par faire quelques réflexions 
sur le problème inverse, c’est-à-dire, sur l’élé- 
vation des quantités complexes à des exposans 
donnés, et nous en yrerons ensuite les prin- 
cipes qu’il faut suivre pour extraire les racines 
de ces sortes de quantités. 

Cherchons d’abord comment la méthode 
d’élever au cube peut donner celle d’extraire 
la racine cube, on verra ensuite que les autres 
puissances n’augmentent la difficulté que par la 
longueur .des calculs. 

X I. 

Soit prise la quantité complexe la plus sim- 
ple u-\-z , et soit élevée cette quantité au cube. 
On aura premièrement , pour son quarré , 
uu-\-2uz-\- zz , qui, multiplié par la simple 
puissance, donne pour le cube demandé, 
n3 4 - 2>uuz- 1 r‘iuzz- 3 r^. On voit donc qu’une 
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quantité qnelconque composée de deux par- ccl ^" te q "”‘ 
ties, lorsqu’on l’éleve au cube, donne i°. le cube dun 
cube de la première partie; 2 0 . le triple du binomc ’ 
quarré de cette première partie multiplié par 
la seconde partie; 3°. le triplé de la première 
partie multiplié par le quarré de la seconde ; 

4 0 . le cube de la seconde. 

XII. 

Qu’on ait donc une quantité dont on veuille qa ™ éth (^ t 
extraire la racine cube, *oii commencera par y *uîvre pour 
chercher un terme qni soit un cube , et ce cube «cîne'cuV e 
représentant « 3 , Ton écrira à côté sa racine qui qu e a ”"* 
représenterai. On triplera ensuite le quarré de p 1 ««- 
cette racine , et on le fera servir de diviseur à 
ce qui reste de la quantité donnée, lorsqu’elle 
aura été diminuée du cube delà racine premiè- 
rement posée. Le quotient de cette division sera 
la seconde partie de la racine , et représentera z ; 
l’ayant écritàcôté du premier terme, on mul- 
tipliera ensuite ce dernier terme par la quantité 
qui représente 3uu-h3uz~{-zz, c’est-à-dire, 
par le triple du quarré de la première partie, 
plus le triple du produit de la première quan- 
tité par la seconde, plus le quarré de la seconde. 

La multiplication faite, on retranchera le pro- 
duit qu’elle donnera de la quantité proposée, 
dont le premier cube, qui représente w 3 , a 
déjà été ôté. S’il ne reste rien , on sera sûr que la 
quantité étoit exactement le cube du binôme 
répondant à « 4 -^. S’il reste encore plusieurs 
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termes , et qu’on veuille savoir si elle ne seroit 
point le cube d’un trinôme, pour trouver le 
troisième terme, on fera des deux termes déjà 
écrits le même usage qu’on a fait du premier 
terme , lorsqu’on a cherché le second. 

XIII. 

Quelques exemples éclairciront cette mé- 
thode. Soit la quantité 8y 6 -l-6oj- 4 6 2 -+- 1 5o b*y 2 
-h I 2 Ô b& ; je commence par prendre la racine 
cube du premier terme 8 y 6 , et j’écris cette ra- 
cine (Voyez la table page 120 , case 1 .) 2 y 2 à 
côté de la quantité proposée ; je récris ensuite le 
cube de 2 y 2 sous la quantité proposée , en obser- 
vant d’en changer le signe, c’est-à dire, en lui 
donnant le signe — . La soustraction ou réduc- 
tion faite , j’écris le reste 6oy 4 2> 3 -\-i5o b^y 2 
H- 1 25 b 6 , et je mets au-dessous de 2 y 3 le triple 
de son quarré , c’est-à-dire , 1 zy 4 . Je divise alors 
le premier terme 6ov 4 0 2 , par ce triple 1 2 jy 4 , et 
j’écris le quotient 5b 2 , qui vient de cette divi- 
sion, à côté de 2 y a . J’ajoute ensuite à i^y 4 le 
produit 3o6 a y 3 du triple de 2 y 3 par la 
quantité 5b 2 , que je viens d’écrire, et j’ajoute 
à ceS deux premiers termes 2 /> 4 , quarré 
de 5b 2 . 

Cela fait, je multiplie 5 b 2 par ces trois ter- 
mes , et j’écris leurs produits avec des signes 
différens, sous la quantité 6oy 4 è a -+-i5o , ’ 4 > y* 
-+-125 : voyant qu’après la réduction il ne 
reste rien, je conclus que la quantité proposée 
étoit un cube parfait, et qu^sa racine étoit 
2y 2 +5b 2 . 
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X I V. 

Que j’aie à présent la quantité x 6 4 - 6bx 5 
-\-2.\b 2 X*-\- 44/>3 x% -+-63b*X 2 X+Z^b 6 Second 

qu’on voit bien au premier coup-d’œil devoir exemple- 
donner plus de deux termes pour sa racine cube. 

Opérant d’abord comme dans l’exemple précé- 
dent, je trouve avec facilité (Voyez la table 
page 120 , case 2 .) les deux premiers termes 
x 2 -f- zbx. Mais comme , au lieu de ne rien 
rester , ainsi qu’il est arrivé dans cet exemple, 
il vient pour reste gb 2 x*-h 36b^x 3 -\-63b*x 2 
H- 54b 5 x-\- l'jb 6 , je divise le premier terme 
9 b 2 x* de ce qui reste, par 3 a 4 triple du quarré 
de x , parce que ce terme 3x* est le premier 
de ceux que l’on a en triplant le quarré de la 
quantité xæ-h zbx, laquelle représente actuel- 
lement la première partie (nommée w, art. XI.) 
de la racine cube cherchée. Ayant fait cette di- 
vision de gb 2 x^ par 3.r 4 , j’écris le quotient 3b 2 
à côté de xx 4 - zbx. Je forme ensuite la quantité 
3x* 4- 12 ba$ -+- zib 2 x 2 4 - 18 b%x 4- 9 i> 4 , en 
ajoutant le triple du quarré de xx -4- zbx , avec 
le triple du produit de xx 4 - zbx par 3 b 2 , et le 
quarrc de 3b 2 . Cela fait , je multiplie cette 
quantité par 3 b 2 , et j’écris tous les termes du 
produit , en changeant leurs signes, sous la 
quantité 9 b 2 x* 4- 3 6b^x 3 4 - 63b^x 2 4 - 5qb 5 x 
4 - 27 L 6 , et comme il ne reste rien après la ré- 
duction , je conclus que x 2 zbx-\-3b 2 est 
exactement la racine cube de la quantité pro- 
posée. S . ~ Y ; 
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Nous avons vu (II eme partie , art. XXIV , 
XXV et XXV I) comme on laisoit sur les quan- 
tités radicales du second degré , les opérations 
d’addition, soustraction, multiplication et di- 
vision. Ces opérations étant également néces- 
saires pour les quantités radicales des degrés 
plus élevés, nous allons examiner ce que de- 
mandent ces nouveaux radicaux. 

Quant à l’addition et à la soustraction , elles 
Addmon$ ne demandent rien de plus que ce qu’on a dit 

et soustrac- A f y u ~ 

rions des pour les memes operations, en parlant des ra- 
dicales ' de dicaux du second degré. Il suffit toujours de ré- 
duire chaque radical à sa plus simple expression , 
et de les ajouter ou de les retrancher comme les 
quantités commensurables. 

3 _ _____ 

Qu’on ait, par exemple, \/ b* -2ab Â à 

3 

ôter de /Qa^b 16 a 4 , on change la pre- 


toute 

pece, 


es- 


miere quantité en h V» -4- 2a , et la seconde 
en 2a Vb -i-aa: or, la soustraction est alors 

3 ______ 

toute simple , et donne 2 a — b \/b 2 / 7 . 


4 


De même , si on ajoute 3 a V iüi> B 4-32i/ 4 « 4 

4 

avec 4 b \/ a^b^ - 4 - 2 a 8 , on aura 

4 

10 ab \/ j ti+ -+• 2 a 4 . 
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XVI. 

A l’égard delà multiplication et delà division, Multiplies, 
si les quantités radicales sont de même exposant, vision des 
c’est encore la même méthode que dans les ra- ^«“"s'^qÛî 
dicaux du second degré \ il suffit de faire l’opé- ont les mè - 
ration sur les quantités précédées du signe ra- "ns. exp ° 
dical, et de mettre le même signe devant le 
produit, ou devant le quotient, suivant qu’il 
sera question d’une multiplication ou d’une 
division. 

3 3 

C’est ainsi que V 5 ayyX V 7 ayz 

3 3 

=3\/'è^aay^z. ) ouj-K35a 2 ^. 

Q ue 

~'àab • 

Que \ /. a 2 b 2 -{-1)4 divisé par \/ donne 
pour quotient \/ — zb 


Exemples. 


Que 


y?- 


j/(o£ 4 -t-£ 4 ) 

XVII. 

Mais si l’on veut faire ces mêmes opérations 
sur les quantités radicales de différens signes , 
et qu’on ne veuille pas se contenter de la simple 
marque de multiplicàtion , il faut changer ces 
quantités radicales en d’au très, d’un radical plus 
composé , qui soit le même pour chacune des 
deux quantités à multiplier ou à diviser. 


Pour faire 
ces opéra- 
tions sur les 
quantités ra- 
dicales de 
différent ex- 
posans , U 
faut les ré- 
duire au mê- 
me expo- 
sant. 
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pou? é, î e °,ï Qv’ on ait > P ar exemple, V ab et V abh à 
réduction, réduire à un même signe, j’éleve abk la puis- 

sance 5 , et j’écris V , au lieu de V" , et i’ai la 

V . 15 . 3 

quantité Ka 5 /> 5 quiest la même chose queK^5. 
J’éleve de même ah 2, à la troisième puissance , et 

je mets V au lieu de K;ce qui change la quantité 

V ab 1 en K a 3 b 6 . Ainsi, s’il avoit fallu multi- 

3 5 

plier V' ab par V abb , il seroit venu pour pro- 
duit Ka 8 ^ 11 ; et si j’avois eu à diviser la pre- 
mière par la seconde, j’aurois trouvé pourquo- 
tient V ^ = V y* 

3 

De même le produit de K" a 2 b* par 

auroit été 1/ a 1 6b 2 3=a 2 b3i/ a^b 5 . 

En général, pour réduire deux quantités 

radicales yfa* b * et y'a r b* à un même signe 

on changera la première en , et* la se- 

mn % 

conde en y/a rm b sm . S’il est question alors de les 

multiplier, leur produit sera Tr y/aP n + rm L‘> n + ,m -, et 
si on vouloit diviser la première parla seconde, 

_ , . mn * 

le quotient seroit y/aP n ~' T,n M n — sm . 

Lorsque les deux quantités radicales auront 
i pour exposans des nombres qui auront un com- 

mun diviseur, on voit qu’il ne sera pas néces- 
saire de changer chaque radical en un autre, 

dont 


i 


j 
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dont l’exposant soit le produit des deux pre- 
miers exposans. Que l’on ait, parexemple K ab 

et v a Z> 3 , on changerale premier en V a 2 b 3 . 

Qu’on ait de meme v a 3 b et \/ a 5 b , on chan- 

^ f I* 

géra la première en «9 £3 ; et la seconde en 

•J r a 10 b\ 

XVIII. 

On peut trouver une autre méthode pour Autre ma- 
faire les opérations précédentes , en employant "è'e* operà- 
une réflexion sur la nature des quantités radi- t d ‘° u n t ' {S prece ' 
cales , qui suit assez naturellement de ce qu’on 
a dit art. VIII , pour extraire toutes sortes de 
racines. C’est que les quantités radicales peuvent 
être regardées comme des puissances dont les 
exposans sont fractionnaires. * 

Pour faire voir , non-seulement comment 
on est arrivé à cette réflexion , mais la maniéré 
dont on en a fait usage , cherchons , par le 
moyen de ce que nous avons vu précédem- 
ment , à trouver ce que peuvent être les quan- 

m n 

tités Ÿ a? Li et K a r b 1 employées dans l’exem- 
ple précédent. 

Suivant ce qu’on a dit , art. VIII , si on 
avoit les nombres qu’expriment les exposans 
p et q , on les diviseroit par le nombre que m 
désigne, et prenant leur quotient pour ser- 
vir d’exposans à a et à b , on auroit la pre- 

m 

mière quantité exprimée par aP h*. Mais 
sans savoir les valeurs particulières de 7 ?, q , m, 

^ f Tome IL H 
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il est évident qu’on peut , en cette occasion , 
comme en toutes les autres , écrire générale- 
ment et A- pour les quotiens de la division 
de p et de q par m , c’est-à-dire , pour les ex- 
posans de a et de Z» dans la racine m de o p l 

p_ g_ _ " • 

Donc a m b m est cette racine. De même V " aT 


r 

é* sera a" Z» rt . Pour multiplier présentement 

r s IL* 1. 

les deux quantités a * Z> n et a m b , dans 
lesquelles sont changées les quantités qu’on 
avoit à multiplier , art. XVII , il faut , comme 
dans toutes les multiplications de quantités in- 
complexes , ajouter les exposans des mêmes 
lettres , c’eft-à-dire , £ et £ avec — et ~ ce qui 

p_ < L J. J- 

donneraa"* n b m n 

p n 4- r m. g n + 1 n* 


en mettant les fractions ~ et au même dé- 
nominateur , aussi bien que et . 

p r m qn ■+• s m 

Ainsi a mn b mn , c’est-à-dire , le pro- 
duit de a élevé à la puissance P -^-~ P ar & 
élevé à la puissance est le produit des 
quantités proposées. 

Il est aisé de voir présentement l’identité 

pn+rm qn+sm 

de cette expression a mn b mn , et de l’ex- 
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Pin 


pression y' a p*+rm fan+un q U ’ on avo i t trouvée 
dans l’article XVII. Car , par la même raison 

5 • -i • m * ' ^ * 

qu on vient de voir, que yaP et a m , ne dési- 
gnoient que la même quantité , on doit voir 

pn -4. rm 

que a ™ et "i/a P n + r ' n SO nt la même chose, 

qn + SM 


• . mn 

ainsi que j /fan+sm e t b mn 

Si on avoit voulu , au contraire , diviser 
la première quantité ™ op L * par la seconde 

, on auroit retranché l’exposant A de — 

n m 


et 1 exposant ~ de - , et l’on auroit eu 

P_ _ r_ j7 s pn — rm 


n J.m n 

a ° , ou a 


tient. 


n ” m > 

qn — sm 
mn mn 


pour le quo- 

Afin qu’on se familiarise avec cette transfor- 
mation de quantités radicales, en puissances 
11 actionnaires, il sera bon d’en faire encore 
quelqu application. Soitproposé, par exemple, 

de diviseï y/a m b^ n c 2 par \/ci vn b n c. On changera 

m j/i 1 

d'abord la première quantité en a * bfi c p 


1 m 


et la seconde en a p b p c p , ensuite on 
retranchera les exposans — , -L, qu’ont 
les lettres a , b , c dans la seconde , des 
exposans qu’ont les mêmes lettres 

H a 
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dans la première, et les restes °> 

seront les exposans à donner aux mêmes lettres 

m n 

dans le quotient, c’est-à-dire, que a ip b 7p c° 
est ce quotient. 


Lorsqu’on trouve une pareille quantité, il 
est naturel qu’on soit un peu embarrassé à 
savoir ce qu’elle signifie; car, n’ayant point 
encore rencontré d’exposant qui soit ou zéro, 
ou négatif, on ne sait ce que deviennent les 
quantités dont elles sont les exposans. 


Pour le découvrir, soit reprise la question 
dans l’endroit où commence à paroître la diffi- 
culté, c’est-àdire, lorsqu’on retranche les ex- 


posans ~ dé -J et -y de 


— afin de diviser 

p 


m 2 tn i i 


a lp par a p et c p par c p ; c’est donc à la place 

I * m 

P 2 p 

O CL 

de— p-qu’on met c° ; et à la place de-^p qu’on 


a 


m 

3 m *P 

— a 

met a zp ; mais au lieu de-^-on peut mettre 

T' 

a 
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XIX. 

La nouveauté des expressions qu’on vient 
d’employer dans l’article précédent , et la gé- 
néralité qu’elles apportent dans l’analyse , méri- 
tent qu’on en fasse une courte récapitulation , 
en les réduisant en principes généraux. 

i .A une quantité quelconque, dont Vex- Cequec’e** 
posant sera une fraction. Von pourra toujours 
substituer la racine d’une quantité dont Vex- ,ionnairî 
posant sera un entier j pourvu que le dénomi 

H 3 
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nateur de cette fraction serine d’exposant au 
signe radical , et que son numérateur soit 
l'exposant de là quantité qui est sous le signe, 
c’est-à-dire, en termes algébriques, qu’en 
général 

ê 1 m • JL. 

Va n = a m • 

c« que c’est 2°. .Lorsqu’une quantité a un exposant né- 

saric^négï- ë a ^fj 071 lapeut changer en une fraction, dont 
five - le numérateur est l’unité , et dont le dénomina- 
teur est la même quantité avec un exposant 
égal au proposé , mais avec le signe H- , c’est- 

à-dire , qu’en général 

♦ . 

a m 


Ce que c’est 3°. T oute quantité , dont V exposant est zéro, 
que la puis- s e réduit à l’ unité, c’est-à-dire que , a° = i. 

sance o. ' x 


La démonstration de ces trois propositions 
prises dans leur plus grande généralité, ne 
demande point d’autres argumens que ceux 
qu’on a employés dans l’article précédent. Ce- 
pendant, pour se ressouvenir plus aisément 
de ces propositions, et pour s’en servir avec 
plus de confiance, il est à propos de les consi- 
dérer à part ; ce qui se fera facilement de la 
maniéré suivante. 


i°. On démontrera que a m est la racine 
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1X 9 

n 

m de o n j si on fait voir qn’en élevant a m 
à la puissance m, il vient a". Or, pour élever 

n 

a m à la puissance m , il est évident qu’il faut 
multiplier son exposant par m ; ce qui donnera 
JL X m 

a m , ou a n . 

X 

2 °. a~ m sera nécessairement égal à a 
si, en multipliant ces deux quantités par une 
même puissance de a , il vient le même pro- 
duit. Or, qu’on les multiplie l’une et l’autre par 
une puissance de a plus élevée que m, telle 
que a lm , par exemple, on aura 
ou ou a m pour le produit de à** par 

a~ m ; et de meme —^ m — , ou a m pour le pro- 

I 

m 

duit de aJ m para . Donc a~ m et ~ sont égaux. 

3°. Par la même raison a° et i sont égaux, 
puisqu’en multipliant a° par a , il vient a 0+I 
=a x =a, aussi bien qu’en multipliant i par a. 

Comme ces trois seules propositions suffi- 
sent pour toutes les réductions et les transfor- 
mations de même espece que les précédentes, 
et pour une infinité d’autres opérations , les 
commençans ne sauroient trop s’exercer à en 
faire des applications. Afin de leur en faciliter 

h 4 


4 


Digitized by Google 



De» équa- 
tions à trois 
termes qui 
se résolvent 
par 1a mé- 
thode du se- 
cond degré. 


120 É t É M E N S 

les moyens, j’ai joint plusieurs exemples dans 

la troisième Case de la Table ci-jointe. 

X X. 

. Après avoir résolu toutes les difficultés qu’on 
pouvoit rencontrer dans les équations à deux 
termes, il est naturel qu’on ait cherché aussi 
à résoudre généralement toutes celles qui n’ont 
que trois termes; mais on est bien loin encore 
d ? avoir trouvé une méthode générale pour 
toutes les équations de cette nature; on s’est 
contenté de les résoudre dans quelques cas 
particuliers. Par exemple, on a trouvé une 
classe d’équation assez étendue, qui pouvoit 
se réduire facilement aux deux cas que nous 
avons déjà vus, celui des équations du second 
degré, et celui des équations à deux termes 
d’un degré quelconque. 

Ces équations sont toutes celles qu’on peut 
mettre sous cette forme générale x XTn -\-ax m =b* 
Pour les résoudre, on ajoutera, ainsi que dans 
les équations du second degré, ce qui peut faire 
un quarré du premier membre. On aura donc 
x 2 m +ax m -\r^aa=b-±-\aa dont la racine est 
x m -\-\a*= y/~ ( à -f- i aa ) , et par conséquent 
x m ~ — , équation qui n’a 
que deux termes, et de laquelle on tire. .... 

m 

*= (£-H aa ))' 
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Par cette formule, on résoudra toutes les 
équations à trois termes , dont le premier sera 
affecté d’une puissance d’#, double de celle 
qui affecte le second terme, et dont le troi- 
sième sera une quantité connue. Il est clair, 
par cette expression, et par ce qu’on sait déjà 
sur les racines des équations, que toutes les 
équations renfermées dans la formule générale 
x‘ m -\ -ax m —b ne peuvent pas avoir plus de 
quatrd racines réelles , et qu’elles n’en auront 
que deux lorsque m sera un nombre impair. 

XXI. 

Pour faire quelqu’application de cette mé- 
thode, supposons d’abord qu’on ait l’équation 
#4 — bbxx—bbcc. En ajoutant des deux côtés 
5 b* y quarré de la moitié du coefficient de xx , 
on aura x 4 ' — bbxx^-Jb^ —{b* -\-bbcc dont la 
racine quarréeest##— •\bb-- i r b\f {\bb-\- ce) , 
d’où l’on tire xx= '-bb- j- b \f ({bb-Y-cc}, et par- 
tant x = -h)/' (~bb-bb V (\bb-\-cc)) > susceptible 
de deux valeurs réelles et de 2 imaginaires. Les 
premières sont x^^/'^bb+bi/ (\bb+cc)), 
les deux autres x — 4; { bb — b V' ( \ bb-+-cc) ), 
nécessairement imaginaires , à cause que .... 
b\/~(\bb-i~cc) est plus grand que {bb. 

xxii. ; 

Soit ensuite l’équation x 6 — 2 a 2 bx^=a 6 j 
ajoutant des deux côtés a,*bb , il vient x 6 
— 2aabx 3 -+-a^bb~a^bb-^a 6 , dont la racine 


Exemple 
de la métho- 
de précé- 
dente. 


Autre 

exemple. 
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quarrée est x 3 — aab — a 2 V' (aa-+-bb ) , ou æ 3 

= aab Hh a 2 V (aa-\-bb ) , qui donne enfin . . . 

3 

x = V (aab-^-a 2 y r (a 2 -hb 2 )) susceptible de 
deux valeurs réelles; l’une positive, l’autre né- 
gative. Les quatre autres racines de la même 
équation , qu’on trouveroit facilement en opé- 
rant comme dans l’article III, seroient ima- 
ginaires. 

XXIII. 

Soit à présent x 4 — (< aa-\-bb) xx — — aabb 
en ajoutant des deux côtés \a*- i r-aabb-\r 1 - 4 <b Ae , 
on aura x 4 — (aa+bb) xx-^-^a* \aab z 
-\~\b^ — \a^ — \aabb-\-\b * , dont le second 
membre est aussi bien un quarré que le pre- 
mier. Prenant donc la racine quarrée de part 
et d’autre , on aura xx- — 7 aa — \bb— ±_\aa 
zk\bb , qui donne xx—aa et xx—bb, c’est- 
à-dire, x— ±a et x— ±b , qui sont les quatre 
racines de l’équation æ 4 — (aa-t~bb) xx = 
; — aàbb. On auroit trouvé également ces ra- 
cines par les méthodes de la troisième Partie, 
en cherchant les diviseurs cômmensurables. 

XXIV. 

• Soit encore l’équation x^- j —(2gh-{-4^f)xx 
= — gghh , on aura, en ajoutant le quarré de 
la moitié du coefficient du second terme , et 
en prenant ensuite la racine quarrée, x z — gh 
— 2 ff— + 2/V (gh-hff ) qui donne 

*=±.\C(. 8 fl -ï m tffd:y\ Y (gà+ff))- 
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Or , en réfléchissant un peu sur cette quan- 
tité , il n’est pas difficile de reconnoître que ce 
qui est sous le signe radical est un quarré, 

celui de / + V (ff+gh). Car le terme 

s/V' est le double du produit de^et 
dej/ (g’A-h^T), et la quantité gh H- 2 /ycontient 
le quarré deÿ' et le quarré //-+- gh de la partie 
radicale. 

Ainsi la valeur précédente de x se réduit , 
en supposant qu’on eut choisi le signe -H pour 
le premier radical , h f + f-4-gh). En sup- 

posant , au contraire , qu’on eût pris le second 
signe - — du même premier radical , elle se se- 
roit réduite à — f + 1 / (ff-4-gh ) ; ce sont-là 
les quatre racines de l’équation 

x* — 2 ghxx — 4 fjxx = — gghh . 

Dans cet exemple , l’habitude du calcul pou- 
voit faire facilement soupçonner que la quan- 
tité gh-4- + 2 /V {gh-\-Jf) avoit une racine 

quarrée ; mais il pourroit y avoir beaucoup de 
cas où les quantités trouvées de la même ma- 
niéré, seroient également des quarrés, sans 
qu’on s’en doutât : il est donc à propos de 
chercher une méthode générale pour recon-t 
neutre ces sortes de quantités, et pour trouver 
leurs racines. 

XXV. 

Pour y parvenir, je’ commence par remar- 
quer que la racine d’une quantité composée de 
deux parties, dont l’une est commensurable, 


Méthode 
pour trou- 
ver les raci- 
nes quarrée* 
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et dont l’autre est un radical du second degré, 
doit être elle-même composée de deux par- 
ties, et qu’au moins l’une des deux doit être 
un radical. 

Cela posé, je prends A~\~B pour exprimer, 
en général , la quantité proposée , A désignant 
la partie rationnelle, et B un radical quelcon- 
que du second degré , je prends ensuite p-\-q 
pour exprimer la'racinè cherchée. 

Je remarque maintenant que soit que p dé- 
signe la quantité radicale , soit qu’on l’ait ex- 
primée par q, ou que p et q soient l’un et 
l’autre des radicaux, le quarré p 2 -\-2pq-\-g 2 ne 
pourra avoir que le terme 2 pq de radical. 
Comparant donc ce quarré avec la quantité 
donnée , 2pq représentera B , etp 2 -\-q z , A y 
c’est-à-dire, en termes algébriques, qu’on aiu-a 
pour déterminer p et <7 les deux équations. . . 
p 2 - s rq 2 =A , et ipq=B. 

On tire de la seconde p— ^-qui, étant subs- 
tituée dans la première, donne ■— -\-q 2 —A > 
ou q 4 — Aq 2 — ou ; 

q 2 — \A— f/ {AA — BB), et partant. . . . 

q=±V(\A±'-lS( A’— B 2 ) ). Substituant 
ensuite cette valeur de q dans l’équation 

p 2 -t~q z —A, ou ( A — q 2 ) , on a 

P = ±yf{\A±'-y ( A 2 — B 2 ) Donc la racine 
cherchée de Ja quantité A-^B est 

± ^U^(4 a -£ a ))±^(M + î 
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ou simplement 

'±\r(\ 4 +'-V'{A*~ B *))± |/( \A-\ y/CA'-B*)) 
car il est évident que cette expression re- 
vient absolument au même que l’expression 
± V&A-W (A'-B’)) ± StiA-h-y (A' -B-)) 
qu’on auroit, en prenant en — le signe de 

V (A‘—b-). 

C^uant aux signes que doivent avoir les deux 

parties ^(lA-h±\/(A 3 —B 3 )) . . ! 

etÿ~(\A — i[/ (A 3 — B 3 )) de la racine cherchée 
de A~\~B , ils doivent être les mêmes, si le 
radical B est positif; et contraires, si B est 
négatif. Car il est aisé de voir qu’en général 
j o-hq, ou — 'p — q étant la racine de A-+-B— 
pp-+-qq-\~2pq , 

p — q, ou — p-hq est celle de 

A — B—pp~\-qq — 2 pq. ’ 

XXVI. 

La valeur qu’on vient de trouver pour la 
racine de la quantité A -h B , pourroit faire 
craindre qu’il ne resgit encore une difficulté 4 
pareille à celle qu’on avoit d’abord à résoudre. 

Car — £*)) 

et A — (A* — B* ) ) semblent au 

premier coup-d’œil désigner des racines des 
quantités en partie rationelle , et en partie 
irrationelles ; et, si cela étoit, la question 
ne seroit pas plus avancée qu’elle n’étoit. 
Il faut donc, pour que la méthode soit de 
quelqu’utilité , que la quantité A\ — B* 
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qui se trouve sous le signe radical, soit un , 
quarré oommensurable. Or, c’est ce qui ne 
sauroit manquer d’arriver, toutes les fois que 
A-h B sera dans le cas d’avoir une racine. 
Pour s’en assurer, il suffit de se ressouvenir 
( article XXV ) , qu ep — q est [/ ( A — B) en. 
même tems que p-\-qe stv/ (A-\-B)', car on en 
tirera tout de suite que*/ (A — Bp<\f (A-\-B), 
ou \/ ( AA t — BB) est ( p — q) >< (p-hq) ou 
PP — '?'?) c’est-à-dire, une quantité commen- 
surable. 

XXVII. 

Pour montrer présentement l’application 
de la méthode précédente, soit pris, pour 
exemple, la quantité a.a-h2c\/ (aa — cc En la 

comparant avec A~\-B , on a a'— A et 

B — 2C[/ (aa — cc) , et par conséquent 
\/ (A m ~B % ) — aa — 2cc, d’où l’on tire 

SViA-hW ( A \— £!))=/ ( aa—cc ), 
on trouve de même 

. ^ y-(\ a- w c-, 

c’est-à-dire, que la racine cherchée est 

(aa — ce) , ou — c — (aa — cc). 

XXVIII. 

Si on avoit à prendre la racine quarrée de 
i6-+-6[/ r 7, en faisant A— 16 et B— 6 \f 7, on 
auroit ( AA — BB ) = 2 , et partant 
S(\A-h -[/ (AA—BB))= 3 
et A- '-y(AA-BB))=V 7 ; 
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d’où 3 -+-v/ 7, ou — 3 — i/ 7 seroit la racine 
cherchée. 

XXIX. 

Qu’on demande maintenant la racine de 
ap — 2a 1/ ( ap — ad). 

Faisant A—ap et B= — 2aÿ r ap — aa, on a 
y/' (AA — BB) —ap — 2 aa 
et \/'{ l -A- J r^\^{AA—BB))=\r{pp—aa) y - 
et de même 

\f{\A — \\T(A' — B‘))=a 
c’est-à-dire que la racine cherchée sera 

(ap — aa) — a , ou a — ( ap — aa). 

XXX. 

Si la quantité proposée est Troisième 

^ 1 1 exemple 

b % — ab-\-\a % ~\-2 V ( ab 3 — 2a2b-\-\a 3 b) , 
on aura 

A— b' — ab-+-~aa,E2— 1 / (ab 3 — 2 ab'-)r^a 3 b ) , 
et 

^(A‘-£’)— d (b4-6ab3-+~ra‘b‘ — ^b-h^a 4 ) 

=bb — 3 ab-+-\aa , 
ce qui donnera 

\T(kA->r\ K (A'— B’ )) = y bb-2ab-+-\aà) , 
et 

d’où la racine cherchée est 

V ab-\-\/ (bb — 2 ab-\-\aa) , 
ou l/ ( — ab ) — \/(bb — 2ah-\-\aa). 

Cet exemple est plus propre que les précé- 
dens à faire voir la nécessité d’une méthode 
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particulière , pour prendre la racine des quan- 
tités en partie rationnelles et en partie irratio- 
nelles. Car , dans le cas précédens , la racine 
cherchée ne contenant qu’un radical, pou- 
tvoit être tirée d une équation du second degré 
qui auroit été contenue dans l’équation , pour 
la résolution de laquelle on avoit cherché à 
prendre cette racine. Au lieu que , dans ce der- 
nier , la valeur de la racine cherchée conte- 
nant deux radicaux, il est impossible qu’elle 
vînt d’aucune équation du second degré. * En 
effet , lorsque nous avons eu à prendre ( ar- 
ticle XXVII) la racine de 

aa-\-2cy r ( aa — cc), 

la question étoit la même , que si on avoit dû 
résoudre l’equation 

x* — 2aaxœ-h4aacc-h4c 2 -i-a4 =o 
de laquelle on pouvoit tirer par la III eme par- 
tie , article XXXVI , les équations 
xx — 2CX-4-2CC — aa=o , 
et xx-+- 2 cx -+- 2 cc — aa—o. 

Mais la racine de 

b 2 — ab- +- \aa -f- 2 \f ( ab — 2 ab 2 H- \a^b) 
devoit servir à la résolution de 

x 4 -i -2 (ab — bb — \aa) x 2 -\- 1 fa 2 b 2 
— 6ab 3 — l a3 3= 0 

qui n’est point décomposable en deux équa- 
tions du second degré. 

XXXI. 

Après avoir appris à distinguer , parmi les 

quantités 


t 
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quantités qui sont en partie rationelles , et en 
partie irrationelles , Celles qui sont desqurtrrés, 
on a dû chercher à distinguer aussi celles qui 
sont des cubes ou d’autres puissances plus éle- 
vées , puisque cela étoit nécessaire pour avoir 
complettement tout ce qui regarde les équa- 
tions comprises sou s la forme x 3m -\-ax m =ù, ou 

\T C — \ a ± V <*■+■ 

Voyons d’abord cequel’onpouvoit faire pour 
le cas où m— 3 , c’est-à-dire, pour trouver 
la racine cube d’une quantité quelconque 
A-\-B , dans laquelle A est rationel , et B un 
radical du second degré. 

Nous remarquerons d’abord que la racine Méthod* 
cube d’une quantité de cette nature , ne peut 
pas renfermer plus d’un radical du second de- cube de» 
gré ; car on voit bien que le cube d une quan- p art i e CO in- 
tité, telle que i^/n-h/n , qui contiendrait 
deux de ces radicaux , ne pourroit pas manquer 
d’être affecté de ces mêmes radicaqx. 

Nous remarquerons ensuite que la même ra- 
cine cube cherchée ne pourra pas contenir d’au- 
tre espece de radicaux à moins que ce ne soit 
un radical cube, et qu’il ne soit commun aux 
deux parties de la racine. Telle serait , par 

exemple , la quantité f V m + i/ - g X ^ m 
dont le cube -4- 3w$gH-(3 
ainsi que la quantité proposée A-\-B , a .une 
partie commensurable,.et une partie radicale 
du second degré. 

Tome IL - * - .*■ • !•' 
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Cela posé , soit pris p-\-q pour exprimer' 
la racine cherchée, q étant la partie affectée du' 
radical du second degré , soit qu’il se trouve 
d’ailleurs, ainsi quep, affecté d’un radical cube, 
soit qu’ils n’en contiennent ni l’un ni l’autre. 

Il est évident que le cube p3 -J- 3 p 3, q 
-4- 3» q 2, -+- q3 ne contiendra . pas d’autre 
radical que le radical du second degré qui est * 
dans q , et qu’il n’y aura que les termes 3 pp q 
et y 3 qui soient affectés de ce radical. On com- 
parera donc ces deux termes à la quantile 
donnée B , et les deux autres à A—p^-\-3pq 2 ‘ 
et B-3p 2 q-\- q3. 

Pour résoudre ces deux équations , iT faut 
d’abord commencer par chasser l’une des deux 
inconnues jo ou q, ce qui se peut faire aisément 
par les principes établis dansla seconde Partie, 
article XXXIH. Mais on peut abréger le calcul 
parle secours d’une remarque qui a dû se pré- 
senter facilement à des Algebristes un peu 
exercés , c’cst que AA+ — B B sera toujours le 
cube de pp — qq , lorsque A B sera le 
cube de p -4-q. Car il est clair premièrement 
que sip -h q est la racine cube dep 3 -+- 3 pq 2, 
-f- 3 p^q-ï-qS dont la première partie p 3 -|- 
3 pq 3, est A , et la seconde 3 p 2 q-+- q 3 est B , 
il faut nécessaffement quep — q soit la racine 
ciîbe de A — B qui est alors p3-\-3pq 2 — 3p 2 <p 
— q 3 . Or de-là il suit que pp — qq , ou 

ÏP'—q). (p+?) est \A(A H- B) yf (A — B), 

c’est-à-diçe, | /'(AA—BA).) ~ l 
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Cela posé, on a donc l’équation \ /(A* — B 2 ) 
*= p 2 — q 2 , ou n=p 2 — q 2 , dans laquelle 
n est donnée , et ne peut être qu’une quantité 
commensurable , ou un simple radical cube. 
De l’équation n=p 2 — q 2 , ou q 2 =p 2 — n, et 
de l’équation A-p^-Y-opq 2 , on tire tout de 
suite 4 — 3 pn — A — o , équation qu’il faut ré- 
soudre pour avoir la première partie p de la 
racine cube cherchée. Aussi-tôt qu’elle sera 
résolue, on aura la seconde partie de cette 
même racine cube cherchée en employant 
l’équation q—V(p 2 — n). 

Quant au signe radical il sera positif, si le 
radical de la proposée a le signe -4- ; et de 
même négatif, si le radical de la proposée a le 
signe — . Car on voit aisément que la par- 
tie radicale du cube de p-hq , laquelle est ' 
(3 pp qq) X q sera toujours du même signe 

que q . 

Si la racine de la quantité proposée A -{-B 
ne doit point avoir de radical cube qui affecte 

3 

tous ses termes, /z,ou \f(A 2 — B 2 ) sera une 
quantité commensurable , et par conséquent 
l’équation 4 p 3 — 3 pn — A — o ne contiendra 
pas de radicaux \ et comme p sera alors com- 
mensurable, on ne pourra pas manquer de le 
trouver en cherchant tous les diviseurs de 
cette équation par la méthode donnée dans la 
III,. Partie, art. XXXII. 

Si la racine cherchée doir—avpir ses deux 

I a 


» 
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parties affectées d’un radical. cube , ce qu’on 
aura reconnu , en ne trouvant point un cube 
parfait pour A 2 — B a , on verra quelle est la 
quantité par laquelle il faudroit multiplier la 
1 quantité proposée pour en former une nouvelle’ 
dont les deux parties étant prises pour A et 
pour B y donneroient pour — BB un 
cube parfait. Trouvant alors là racine cube de 
cette < noüvelle quantité mise à la place de la 
proposée , il ne faudroit plus que la diviser 
par la racine cube du multiplicateur dont on se 
seroit servi, et l’on auroit la racine cherchée. 

‘ Quant à la détermination de ce multiplica- 
teur , il est clair qu’il ne demande autre chose 
que de trouver la quantité quarrée , par la- 
quelle il faudroit multiplier la quantité qu’on 
a trouvée d’abord pour AA—^ BB , si on 
vouloit la rendre un cube parfait. Car il est , 
clair que la racine quarrée de ce multiplica- 
teur de AA — B B , seroit le multiplicateur 
qu’on devroit donner aux quantités proposées 
A et B. . 

XXXII.» 

AppHea— . Pour montrer l’application de cette mé- 

tion de la thode , supposons qu’on cherche la racine 
précédente à cube de la quantité. 

.rn exemple. ia Z^ a H+{$aa—ab)>/-{zaa--ab). 

Par la comparaison de cette quantité avec 
A-t-B y j’ai 

7 a 3 — 3 çfb—Ay (5 aa — ab ) \T(j 2 .aa — ab)*=B , 
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et partant 

A 3 — B 3 =— , 

3 * * _ 

et n, ou y/' {A 2 — B")— — aa-\-ab. 

Substituant cette valeur de n , ainsi que cell® 
de A dans l’équation 4 p 3 — 3 pn — A— o, j’ai 
4p3 3 paa — 3 pcib — 7 « 3 _|_ 3 a 2 b dont il est 

question de trouver un diviseur d’une dimen- 
sion. On trouvera facilement par la méthode 
enseignée dans la troisième partie , art. XXXI I. 
que ce diviseur est p — a c’est-à-dire , que la 
valeur p est a. Substituant cette valeur de p 

dans l’équation q— V (pp — n), il vient .■ 

q—y/~ (laa — a b) \ Donc la racine cherchée est 
a- t-y'' (2 aa — ab). 

XXXIII. 

Soit présentement proposé de prendre la «empî£ 
racine cube de • 

2 aac — abc — bbc — (2a — b)y/~ (aacc — bbcc), 
je commence par faire 2aac — abc — bbc ~A 
et B— — (2a — b)\A (aacc — bbcc), 

ce cjui me donne A 3, — B % — 2 lAcc — 2 ab^cc 
qui n est point un cube. Pour savoir ce qui peut 
le rendre cube, je le décompose en scs produi- 
sans , et il devient 2 X ce X (b — a) X b$ ; d’où 
je découvre aisément qu’en le multipliant par 

qui est une quantité quarrée, j’aurai 

un cube parfait , celui de 2 X ( b — a) X b, ou de 
a bb — 2 ab ; et par conséquent que si, on mul- 
tiplie la quantité proposée par - ~* <t racine dut 

13 
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quarré on aura une nouvelle quantité 

( zaa — ab — bb ) (2b-\-ia) — 

• • (2 a — b) (2b — 2 a)ÿ~{aa — bb) , 
dont la première partie représentant A , et la se- 
conde B , donnera pour v' ( AA — B B) , c’est-à- 
dire , pour n , zbb — 2 ab. Je suppose donc que 
l’on m’eût en effet donné ces quantités pour A 
et pour B , et que j’en eusse tiré cette valeur 
de n ; dans ce cas l’équation, 4 pj* — $pn — 
A — o donneroit 

4 p 3 — 3 pX(2bb — 2 ab)-\- - 
(bb-\-ab—2aa) X (2b — 2<z)=o, 
à la quelle on trouveroit , par la méthode donnée 
dans la III e . partie , article XXXII , le diviseur 
p-\-a — b y c’est-à-dire, que la valeur de pseroifc 
alors b — «‘la substituant dans q—\/'(pp — ri), 
on auroit q^=\/~{aa — bb) 
donc b — a + V{aa — -bb) serqit la racine 
cube de la nouvelle quantité , ou , ce qui revient 
au même , du produit delà quantité proposée par 

C é 

Donc est la racine cube cherchée 

—14) 

de la quantité proposée. 

Dans cet exemple , et dans tous ceux où la 
racine cherchée se trouvera affectée de radi- 
caux cubes, il est clair qu’on ne sauroit , pour 
se dispenser d’employer la méthode précéden- 
te , avoir recours à la méthode de la III e . 
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Partie , article XXXVI , c’est-à-dire , qu’cm 
ne pourra trouver aucun diviseur dans l’équa- 
tion dtmt la solution auroit conduit à don- 
ner pour valeur d\r la racine cube cherchée. 
En effet , il est aisé de voir que l’équation 

— 2x3 x ( 2 aac — abc — bbc- 3 t- 2 l/cc — xab^cc) 

qui auroit donné 
3 

x— V (2 aac — abc — bbc — { 2 a — b) V ( aacc-bbcc )) 
n’auroit point été décomposablé. 

Mais dans tous les cas où la racine cherchée 
doit être simplement composée d’un terme ra- 
tionel et d’un irrationel du second degré, on 
parviendroit toujours à trouver cette racine en 
décomposant l’équation dont la solution auroit 
conduit à chercher la racine cube de la quafit^ 
té proposée. Dans l’article XXXII, par exem- 
ple , où il étoit question de réduire l’expression 
3 

x=y r ( , j a3 — 3a 2 b~^r{5aa — ab)\/~( 2 aa — «£)} 
on auroit pu trouver dans l’équation 

x&-+- (6a z b — I4« 3 )X^ 3 — « 6 -t-3a 5 & 

— 3 u*'b z -{~a3b3 —o f 

d*où seroit venue cette valeur de .r ,une équa- 
tion du second degré xx — 2 ax-\-ab — 
qui auroit donné la même valeur de x . 

XXXIV, 

.Si les termes de la quantité, dont on veut 
prendre la racine cube , ont des diviseurs , - 
on commencera par les mettre tous au même 
dénominateur, et on divisera ensuite la ra- 

U 
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cine cube du numérateur par celle du dénomi- 
nateur. 

XXXV. § 

poutou! lorsque Ia quantité proposée en partie corn- 
ue» les raci- mensurable et en partie incommensurable sera 
seulement numérique, on pourra trouver sa 
«es numéri- racine cube plus aisément que par la méthode 
«iecommenl précédente. 

■ur*M«,etc. Car , en supposant d’abord que la racine cher- 
chée ne doive point avoir de radical cube , 
mais quelle soit composée d’un nombre en- 
tier et d une partie radicale simple et entier© 

aussi, on tire de ce que p — q est V{. A — B) 

lo^que est » /(A+B), ou, ce qui revient 

au même , de ce que 

. , ~ * 

une maniéré simple d avoir la partie commensu- 
rable delà racine cherchée, il ne faut pour cela 
que calculer en nombre entiers les plus proches 

les quantités y(A—B)e\ ^A+B), et prendre 
ensuite la moitié de ces deux nombres pour avoir 
la valeur exacte de p. Car en prenant pour 

\A(A — B) et pour y~(A-{-B) 
les nombres entiers qui en approchent le plus , 
l’erreur qu’on peut commettre sur chacune de 
ces quantités ne sauroit être de^, et par con- 
séquent il ne peut pas arriver que le nombre 
entier qui en résulte pour 

3 3 

y/M— -g) 
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c’est-à-dire , pour p, diffère d’une unité de la 
Vraie valeur de p; et comme cette valeur de p 
doit être un nombre entier , elle sera donc exac- 
' tement déterminé par ce moyen. 

Ayant ainsi la valeur dep , et sachant déjà’ 

3 

celle de w,èu de v' \A A — BB) , on substi- 
tuera , comme dans la méthode précédente, les! 
valeurs de p et de n dans q — KQ op — n ) , et 
l’on aura la seconde *partie de la racine cube 
cherchée. 

Si la racine cherchée doit avoir ses: deux ter- 
mes affectés d’un même. radical cube, ce qu’on 
aura reconnu en remarquant que A 2 — B 2 
jn’étoit pas un cube parfait; il faudra , en sui- 
vant la même méthode que celle qu’on a em- 
ployée dans les quantités littérales , chercher 
le nombre par lequel ' on devroit multiplier 
A-\-B afin que AA — B B fût un cube 
parfait : et ayant trouvé la racine de la nou- 
velle quantité que devient A-+-B par cette 
multiplication , on n’aura qu’à la diviser par la 
racine cube du nonibre dont on s’est servi pour 
multiplier A-\~B , et le quotient sera la racine 
cherchée. , 

XXXVI. 

Supposons, pour montrer l’application de App]icj __ 
cette méthode, qu’on cherche la racine cube tion de u ' 
de 7 -h 5 V 2. Ayant fuit A = 7 , B = 5 [/ 2 , précédée» 

". 3 • un exemple. 

je trouve que n, ou 1/ (A z — Z> a )= — p. Jere- 






% 
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exemple. 
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3 

marque ensuite que la valeur de V (A-t-B ) , ou 

3 

de 2) est plus proche de deux que 

de 3; ainsi je prends 2 pour l’exprimer ; re- 

3 

marquant de même que celle de Ÿ{A — B'), 

3 

ou de v/*(7 — 5 K 2) est entre o et*i , mais plus 
proche de o , je prends o pour cette quantité, et 
j’ai, par ce moyen, p , ou 

2 * 

Je substitue alors cette valetir de p dans 
q = V' (pp — n ) , et j’ai q— Ÿ 2 , d’où je conclus 
que , si la quantité proposée 7 - 4-5 V* 2 a une 
racine cube , elle est 1 -f- Ÿ 2. En effet , cu- 
bant i-t- Ÿ 2 , il vient 7-+- 5 / 2. 

XXXVII. 

Supposons présentemen t qu’on eût à prendre 
la racine cube de 5 3 y/" 3 j on trouveroit 

alors AA — B B — — 2 : or , 2 n’étant point 
cube , il faut chercher le nombre par lequel 
on auroit dû multiplier J-+- 3^3 pour que 
AA — B B eût été cube , ou, ce qui revient 
au même , il faut chercher le nombre le plus 
simple par le quarré duquel AA — B B , c’est- 
à-dire 2 , étant multiplié , on aura un cube. Or > 
on voit tout de suite que 2 est lui-même ce 
nombre. Supposons donc que l’on se fût pro- 
posé de trouver la racine cube de io + 6 Y 3* 
On auroit eu alors n = — 2 et 


« 


Dit 
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i/U+B) 4- V(^-“g) T 

a 

OU J(iCM-6V / 3)-lV(«o~6v / b 

auroit été 1 en nombre entier le plus proche. 

Je substitue donc ces valeurs de p et den dans 
yrfpp-n)^ t j’ai q = \T 3-, J examine 
maintenant si p -h q , ou H- 3 est la racine 
cube de 10 - 4-6 / 3 , et je trouve qu elle lest 

en effet. D’où je conclus que est la racine 
cube cherchée de 5-l-3y^3. 
ê XX ^ III- c 

On simplifiera le calcul d’approximation par cation de 1a 
lequel on détermine p , en remarquant qu’au ™^ e ntef 
lieu de ^ 

. . V(4+B) + . 


on peut écrire 


V(A+B)+ 


V'M+B) 


2 

à cause que » , ou 

Or , cette expression elt en effet plus simpl® 

que r ’ . . , * 

parce qu’il est plus facile de diviser par. . . . 

, le nombre n qui est supposé déjà 

trouvé , que de calculer séparément y (Aw-B), 
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Application Pour montrer l’usage de cette nouvelle for- 
veiicmétho- mu ^ e ’■> appliquons-la à l’exemple de l’article 
4c - XXXVI, où A étoit = 7, et B = 5 V' 2 ; 

après avoir trouvé de même que dans cet ar- 

3 

ticle , que n — — 1 , et que V {A -+- B) en 
nombres entiers les plus proches étoit 2 , au 
lieu de chercher , comme dans le même ar- 
ticle, la racine cube approchée de 7 — 5 K 2, 
•je divise «, ou — 1 par la valeur 3 de 

3 

ë ■ V {A B) , ce qui me daine — 1 que je substi- 
tue dans la formule preœdente 

3 n 

V (. 4 + B )+- 3 

. w+ 8 ) , 

î 

et j’ai you i (prenant le nombre entier le 
plus proche) pour la valeur de y , ainsi qu’on 
l’avoit trouvé dans cet article par la formule 

VA+b) + \/(j—b) , j e reste s ’ a cheveroit de même. 

X L. 

Cette nou- ^ est à remarquer cependant que cette nou- 
velle métho- velle formule pourroit induire en erreur si A 
être P fauti ve et B n’étoient pas de même signe ; car , dans, 
où ns J es e t C a caS °ù ces quantités seroient de signes- dif- 

d°ffLtns. s,g #férens , la vraie valeur de (/ (A -h B) pour- 
roit être si petite auprès de n , que le nombre 
entier le plus proche qu’on prend à la place 
de cette valeur donneroit pour, * 


\ 
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3 n * * 

y/[*+B)+- 

W+B) , 

un nombre qui différeroit du vrai d’une ou de 
plusieurs unités. Qu’on eût , par exemple , à 
prendre la racine cube de 45 — 29 V' 2 en faisant 
A — /fi et B — — 291/2, on auroit 1 pour 

3 

le nombre entier le plus proche de ( A-\-B ) ; 

3 3 

ou V (45 — 29 V 2) , et comme V ( AA — -B B) 

seroit alors 7, la valeur àep, ou de T 

v' (-J+B) + ~— 

■ se trouvei’Oit en ce cas de 4 , 

1 

quoiqu’elle ne fût réellement que 3 , ainsi 

qu’on peut le voit* par l’expression 

y/{A^~ B)-+V 

* 

de la méthode précédente. 

Mais pourvu que cette nouvelle méthode ce qu’il 
d’avoir p , soit d’un usage sûr , toutes les fois « c/s."' cn 
que A et B sont de même signe , il importe peu 
qu’elle soit applicable , lorsque ces quantités sont 
de signes différens. Car on voit bien que , dans 
ce cas , on n’a qu’à commencer par supposer 
A et B tous deux positifs , et en prendre la ra- 
cine p-\-q . Ensuite faire p du même signe que 
A , etq du même signe que B. 

Il ne s’agit donc plus que de s’assurer si tou- 
tes les fois que A et B sont de même signe , 
ou, ce qui revient au même si A et B étant 
tous deux positifs , x>n peut, sans craindre d’er- 
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• ♦ * n 

— - — . 

reur, substituer dans ! — la place de 


3 * 

1 / (A-\- B) le nombre entier le plus proche. 
Pour nous en convaincre, commençons par 
supposer, ce qui ne peut jamais aller si loin, 
qu’on se trompât de | en prenant pour. . . . 

3 

V{A-\ -B) le nombre entier le plus proche. 
Dans ce cas la quantité qu’on trouveroitau lieu 



dep, seroit Pour faire voir 

que cette expression ne sauroit donner un 
nombre qui différé d’tine unité de la vraie 
valeur de p , mettons dans bette quantité p~\~q 


au lieu de K (A-\-B), et pp — qq au lieu de n , 


pp— f ? 


p-\-q- J r l ,X F 

elle deviendra de laquelle re- 


tranchant/», on tire en réduisant pour 

l’erreur que peut apporter , dans la détermi- 
nation de p, le choix qu’on a fait du nombre 

3 

entier, au lieu de V' (A-\-B). Or, il est clair 
que cette quantité ne sauroit jamais égaler x ; 
car dans la première expression qu’elle 

renferme , le numérateur <7+^ étant plus pe- 
tit que la moitié de 2*74-1 , est, à plus fortç 
raison, plus petit que la moitié de 2p-\-2q-+- 1: 

et, dans la seconde expression, qu’elle 
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renferme encore, le numérateur — q~\-\ étant 
plus petit que la moitié de zq, est par con- 
séquent , plus petit aussi que la moitié de ... . 
2 ,q-+-zp — i. 

Ainsi on ne sauroit se tromper d’une unité 
en déterminant p par la méthode précédente , 
et par conséquent toutes les fois qu’une quan- 
tité comme A -t -B ( dans laquelle il n’entre 
que des nombres entiers, soit sous le signe i*a- 
dical : soit devant ce signe ) devra avoir une 
racine cube p qui ne contienne aucun 
nombre fractionnaire, on trouvera dette racine 
par la méthode précédente. 

XU. 

Mais si la quantité A -b B, quoique déga- 
gée de toute fraction , tant sous le signe ra- 
dical, que hors de ce signe, devoit avoir une 
racine cube qui contînt des nombres fraction- 
naires, telle que la quantité 2 -+- V 5 , dont la 
racine cube est 5, la méthode précé- 

dente, aussi bien que celle de l’article XXXV, 
ne donneroit rien alors, etjetteroit dans l’erreur 
en faisant croire qu’il n’y auroit point de ra- 
cine cube à espérer. 

Pour remédier à cet inconvénient, il faut 
commencer par chercher directement quelles 
sont toutes les especes de racines fractionnaires 
dont les cubes pourroient être des nombres 
entiers. 


Cas où la 
méthode 
précédente 
pourroit in- 
duire en ci- 
reur. 


Moyens de 
*’en garantir 
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Pour les trouver , soient représentées toutes 
ces racines par £-h~- ; p et ni étant supposés 
des nombres entiers qui n’ont aucun commun 
diviseur, q la racine d’un nombre entier, 
qui ne permet aucune réduction avec le nom- 
bre n. En élevant cette quantité au cube, on 
aura pour la partie rationelle; et. . . 

-H -+- q pour la partie incommensurable. 

De plus par les conditions du problème que 
nous cherchons à résoudre ^ant la première 
quantité que le coefficient — 

de la seconde, «doivent être «les nombres 
entiers. 

• 9 4 

Soit d’abord égalé à h, que je sup- 

pose exprimer un nombre entier. On aura donc 
q 3 ‘=hnP — mais cette quantité doit être 

un nombre entier par 1 hypothèse ; donc 
doit être aussi un nombre entier; donc doit 

. j m 

l’être encore, et partant n doit être un mul- 
tiplie de m. 

Cela posé, soit fait on aura.’ 

j 2 =am3/3 — Zp*l x , mettant ces valeurs de 
n et de q 2 dansi+^jf, cette quantité de- 
viendra après les réductions — vhl, 
qui doit être un nombre entier. Or p et m 
n’ayant aucun commun diviseur, cette quan- 

* tïté 


1 
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tité ne sauroit être un nombre entier, que 
rn ne soit, ou 1 , ou 2. Voilà donc rn fixé; 
quant à n , ou à ml, on voit bientôt qu’il doit 
être égal km, parce que l’équation q 2 —hm^lS 

— 3 p 2 l 2 donne — 3 p 2 ) et partant 

mv ou i = ^V r ( hm 3 l — 3 P Z )> qui apprend que 
la seconde partie de la racine ne peut pas avoir 
d’autre dénominateur que la première, et que 
ce dénominateur, pai^ conséquent, ne peut 
jamais être non plus que 2 , ou I. 

Ainsi , lorsqu’on n’aura pas réussi à trouver, 
par la méthode précédente , la racine d’une 
quantité A-\-B , dont la partie rationnelle, ou 
commensurable A , et l’irrationnelle B seront 
des nombres entiers , on n’aura qu’à multiplier 
cette quantité par 8 , et chercher par la même 
méthode la racine cube de la nouvelle quan- 
tité qu’on aura par cette multiplication , et si 
on ne réussit pas , on sera sûr que la quantité 
proposée n’étoit pas cube; si on réussit, la moi- 
tié de la racine cube qu’on aura alors , sera celle 
qu’on cherchoit. 

X L I I. 

Lorsque le nombre A et le radical B seront 
fractionnaires , il est clair qu’il faudra , ainsi 
que dans l’article XXXIV , mettre A et B au 
même dénominateur , puis diviser la racine cube 
du numérateur par celle du dénominateur. 
Tome IL K 
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fahVquand'ia l’ on avoit à prendre la racine cube d’une 
racine cube quantité composée de deux radicaux du second 
jomme tre <1* degré , sqU que cette quantité, soit numérique, 
«au*. rad ‘" 011 q u ’ e ll e soit littérale , il n’y auroit qu’à la 
multiplier«parle cube de l’un des radicaux que 
contiendroit cette quantité. Le produit étant 
alors dans le cas des quantités qu’on vient de 
traiter , on en prendrai^ la racine cube de la 
même maniéré , et on la diviseroit par le radi- 
cal dont le cube auroit servi de multiplicateur 
& la proposée. 

X L I V. 

1 ■ ' - 

comment Xorsqu’on voudra prendre la racine qua- 
® n cin p e ren quà- trieme d’une quantité comme A B , on n’aura 
"u'mîtés d de d’abord qu’à en chercher la racine quarrée; car 
même espece si on xi’eu trouve pas , à plus forte raison n’en 
cedent«. pre trouvera-t-on pas de racine quatrième, ou quar- 
rée quarrée. Si ou en trouve une , il ne sera plus 
question que de trouver la racine quarrée de 
la quantité que la première extraction aura 
donnée. 

X L V. 

ûfXZ II en sera de même toutes les fois qu’on aura 
ie$ foi» que mfte racine à prendre, dont l’exposant sera pair, 
il faudra comriiencer par fa racine quarrée , et 
P** r » le Problème sera réduit à prendre une racine 
d’un exposant qui ne sera que la moitié du 
premier. 
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Si l'on vouloit la racine cinquième d’une Pourieir^ 
quantité A-+-B telle que les précédentes , il 
fàudroit suivre une méthode semblable à celle 
qu’on a suivie pour la racine cube. Au lieu des 
deux théorèmes, par lesquels onapprenoit que 

J ' 9 ( V * I > / * . ' I * 

r a 

et que y r {A 2 — B 2 )=^p 2 — q 2 9 on auroit 
ceux-ci. . . . 

P 2 1 ■■ 

et \T(Â 2 — B 2 )=p 2 — q 2 , dont on feroit lp 
même usage que des précédents. 

X L V I I. 

. * ■ -r, _ ; : ; 

Il en seroit de même pour les racines plus éle- 
vées. Que m soit l’exposant de la racine qu’on 
se propose de prendre de A-\-B , on aura 

ces deux théorèmes p— Ÿ^ +B ^^- ~ et*. * • • 


y/' {A 2 , — B 2 )—p 2 — q 2 qu’on emploiera encore 
de la même maniéré que dans les racines 

cubes. ' - ,; "v' : 

Pour démontrer ces théorèmes en général , 
il ne sera question que de faire voir que si 
A -h B est la puissance m àep-\-q,A—B sera 
celle de p — q j car il suivra de-là nécessaire- 

“ 'Mil MM 

S6F3 « «« t « *! 

K z 


» m > m 

ment qu,e \C{A — Bp^iAArB) 
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(fH-q)X(p—q) , ou pp—qq, et que . 

• • sera p+î^ } ou pm 

Quant à la démonstration de ce que A — B 
est la puissance m de £7 — q , lorsque A -h B 
est celle de p-t-q, elle seroit aisée à trouver 
si on vouloit y arriver par l’induction. Caf, en 
donnant successivement différentes valeurs par- 
ticulières km, et reconnoissant la vérité de ce 
théorème dans chaque cas particulier, on ne 
doüteroit pas qu’il ne fût généralement vrai. 
Mais on ne sauroit se contenter d’une pareille 
' maniéré de démontrer, qu’au cas que l’on 11 e pût 
pas trouver une expression générale pour la 
puissance m de p -f- q , et pour celle de p — ; 

il faut donc chercher cette expression générale, 
qui est bien propre d’ailleurS à exciter la cu- 
riosité de tous les Analystes. 

X L V I I L 

De n ma- Pour parvenir à trouver la valeur générale * 

niere «Télé- 1 m D 

me à'une puis de (p + <?) , ou de p-hq multiplié par lui- 

c«nque. U * 1 ' - m ^ me autant de fois moins une que l’unité est 
contenue dans m , commençons par chercher 
dans ce que nous avons vû précédemment, ce 
: qui peutavoir cfu rapport avec cette opération. 
Reprenons dans cette vue ce que nous, avons dit 
-dans la III e . Partie , article II , où nous avons 
formé une équation par le produit de ses ra- 
cinés x -h a , x -h b , x -4- c > etc. où nous 
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avons trouvé la loi suivant laquelle dévoient 
être composés tous les ternies de ce produit. 
Il est aisé devoir que tous ce que nous avons 
dit alors pourra s’appliquer au cas présent r ' en 
supposant que toutes les racines sont égal«L 
Or , les réflexions données dans la III* me Par- 
tie , article II , sur l’équation dont les radines 
sont x-\-a , x~{~b yX-^-c , etc. consistaient 
en ceci. 

i°. Que le premier terme de cette équation 
n’est autre chose que a? élevé à une puissance 
égale au nombre des racines. 

2°. Que le seeond terme conteuoit x élevé 
à une puissance moindre d’une unité , avec un 
coefficient égal à la somme des racines. 

3 °. Que le troisième terme étoit composé 
de x élevé à une puissance moindre de’ deux 
unités , et avec un coeflïcient égal à la somme 
de tous les produits des racines prises deux à 
deux. '*• ■ 

4 0 . Que le quatrième terme renfermoit x 
élevé aune puissance moindre de trois unités \ 
avec un coefficient égal à la somme de tons les 
qirodùits des racines prises trois à trois , et 
ainsi des autres termes. 

Si oh applique donc ees remarques dans le 
cas présent qù toutes ces racines sont égales- 
et où leur nombre est exprimé généralement 
par m, on verra 

Que le premier sera x m, y - . tn >>, - . : 

K 3 
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Que le second sera a"*— 1 multiplié par ma, 
puisque toutes les racines kont égalesà a , et que 
leur nombre est w, 

Que le troisième terme sera avec un 
«©efficiént égal à a 2 , pris autant de fois qu’il 
y aura de produits ctb , ac , bc , etc. dans le 
coefficient du troisième terme de l’équation 
donnée par le produit des racines x -+- a , 
x-\-b , etc. dont le nombre est supposé m •, 
puisque tous les produits ctb , ac , bc , etc. 
doivent tous être égaux chacun à a 2 lorsque 
b, c , etc. sont égaux & a y 

Que le quatrième terme sera \ m —î avec un 
coefficient égal iW3 pris autant de fois qu’il 
y aura de produits abc , abd , acd , bed , etc- 
dans le coefficient du quatrième terme de l’é- 
quation, dont le nombre des racines x-ha, 
x-hb, P ¥:+c, etc. est m , et ainsi des autres 
termes. — 

» » ri? ^ 1 c ./ , - >i l < • • t wo lit •. j i ; > » 

La question est donc réduite maintenant à sa- 
voir, ce gu’ nu nombre de m de lettrespeut don- 
ner de produits ah, aç „ bc , etc. prises deux à 
deux ; de, prpduits abc , abd , . bcd, acd , etc. 
prises {rois à trois;, de produits abcd > abde , 
abce , aeàc , bede , etc. prises quatre à qua- 
tre , etc. Car yen supposant qup ces nombres 
éoient frbùVés , et qu’on les exprime par , 
B , C, jD,étc. Oh aura or^-^-meex”*^ 1 -^-Àa 2 ^ ~ Ji 
+Bà3bè^*^Ca! , x t ^t+-I)a -P etc. pour 

' ’ • r ( ' ‘ *. ' m 

représenter la valeut cherchée de (x-\~ay 
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Pour trouver , premièrement , ce qu’un nom- 
bre m de lettre a, b, c , etc. peut donner de 
produits de deux lettres ab , ac 9 bc , etc. en 
les combinant de toutes les maniérés possibles; 
commençons par remarquer que lorsqu’on aura 
formé tous ces produits, on aura écrit deux fois 
plus de lettres que de termes. r. 

Bemarquons ensuiteque chacune des lettres 
a ,b -, c , etc. doit être répétée le même nom- 
bre de fois , et que chacune ne pouvant être 
multipliée que par toutes les «autres , et non 
par elle -même , ne sauroit être répétée qite 
m — i de fois : donc le nombre de ■ lettres à 
écrire , en formant tous ces produits , doit être 
m x(w— i) ; donc le nombre de tous ces pro- 
duits doit être ; etc’est-làla valeurde A, 

on du coefficient du troisième terme de la 
formule -cherchée.’ : : ; onfutictu Jr* ira 

Quant au coefficient du quatrième terme , 
e’est-à-dW, au nombre de produit? à trois let- 
tres abc , abd , acd > bai , etc. que peuvent 
donner un nombre /n de lettrés, a , <b., c , d , 
etc. prises de toutes les maniérés possibles 
trois à trois , pour le trouver,, nous remarque- 
rons d’abord que ce nômbre doit être le tiers 
de celui des lettres qu’on écVît eh' formant tous 
cés produits. 

Nous remarquerons ensuite que chacune de 
ces lettres doit être répétée le même nombre 
de fois y et que ce nombre «doit être celui qui 

K 4 

> 


Digitized by Google 



i5a Ê p i M e N s 

exprime combien de produits de deux lettres 
doivent donner toutes les autres lettres ; car il 
est évident que chaque lettre , a , par exem- 
ple , doit être jointe à tous les produits b c , 
bd, cd , etc. des autres lettres prises deux à 
deux. 

Le nombre de fois que chacune des lettres 
a ,b , c , d , etc. doit être répétée , est donc 
celui qu’un nombre m — i de lettres b ,'c , 
d , etc. donnede produits de deux lettres. Mais 
on vient de voir que , lorsque le nombre des 
lettres étoit m, le nombre de leurs produits 
deux à deux étoit la moitié du nombre m, 
multipliée par le nombre m-^x , qui est moin- 
dre d’une unité. Donc , lorsque le nombre des 
lettres est rn — i , il faut prendre la moitié 

• — - de ce nombre, et la multiplier par m — 2, 
qui est moindre d’une imité que m — i , c’est- 
à-dire que est le nombre de fois 

que chacune des lettres», b,c, etc. sera répétée 
dans tous les produits en question; et comme 
le nombre de ces lettres est m , ” 

sera par conséquent le nombre de toutes les 
lettres écrites. Donc le nombre cherché des 
produits à trois lettres abc, abd, etc. sera. « 

” ( ”7x 3 — ? et c ’ est la valeur de B > ou du 

coefficient du quatrième terme. 

A l’égard du coefficient C du cinquième , 
c’est-à-dire , du nombre de produits de quatre 

* 
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lettres que doit donner le nombre m de let- 
tres, on trouvera de même qu’il doit être 

m [m— 1) (m — *) ' (m — } ) , 

3XjX4 A 

parce que ce nombre doit être le quart de toutes 
les lettres écrites dans ces produits; que cha- 
cune de ces lettres doit être répétée le même 
nombre de fois , et combinée avec tbus les pro- 
duits de trois lettres que donne le nombre m — i 
de lettres ; et qu’enfin ces produits de trois lettres 
donnés par le nombre m — i de lettres , doit être 
(»»-i) (*»— a) (m—j ) , p ar j a ra £ me x» a isoa que . . . 

” est celui des produits de trois 

lettres que fournit le nombre m de lettres. 

Formant de même tous les autres coefficiens, 
et substituant ensuite dans la formule précédente 
à la place àej4,B,C,D,E, etc. leurs valeurs 
ainsi trouvées, on aura enfin -4 -ma a. m ~ l 


m (m 1) 


m (m—i) (m— 3) {m — 


ïXj 


llTf 


— <, 

h- " (m -' + etc - p° ur 

la puissance m de x-i-a. • : 

.t m 

Par la même raison, la valeur de (p-Hf), 
dont ou avoit besoin article XLVII, sera. 


•j no 


-t- etc. 


nj: imiû 


m{tn — i)(«n— aj 
iXJ 

X I; 1 X. . 

•* * .... t , m 1 * . • . 

Quant à celle de (j) — q) m , il est évident que 


Formule gé- 
niale pour 
l'élévation 

de à la 
puissance 


i54 É i i m e n s 

pour la trouver , il suffira de faire q néga- 
tif dans cette formule ; ce qui la changera en 
p m — mqp m ~‘A- — m ~ ) q 

■ : • — ^50 — 1 3 p etc - 

• •' , L. 

Démons ^ on veut présentement démontrer le théo- 
tration du rême de l’article XLVII , on commencera par 
î’wfcxTvu? remarquer que A estla somme de tousles termes 

j_ m {m—i) m {m— i)(m— i) (m— j) n 

P M y' ± T~ QP > P ’ CtC * 

dàns lesquels il n’entre aucune puissance im- 

Î îaire de q , et que B est la somme de tous 
es termes i,. ............. i , ... ..... 

. . : : . ■ mqp m — 1 , , .... 

/î.-ir: . »*3X+>0y\ r \ ^ > 

« 1 . 

Où ç ne sé trouve jamais qu’à une. puissance 
impaire; ,.r u : * 7\*‘~3LJ? j.* — 

On verra ensuite que. A -+- B est là pre- 
mière formule, et A-^ É Aa. seconde , ce qui 

étoitle point où la difficulté étoit réduite, ar? 

ticle XLVII. ; (M j 

LL 

tioa^^k ' Lorsqu’on, voudra employèrla forrfmlë pré- 
■ formule pré- cëdenté pour élever un binôme quéldôïiqUe à 
«xcmpTer ““ une puissance donnée , rien ne sera plus facile ; 

ou n’aura qu’à substituer dans la valeur précé- 

m 


dente de (p-\-q) à la place de p le premier 
terme du binôme donné, à la place ade q lese- 
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cond . et à la place de m l’exposant de la puis- 
sance à laquelle on veut élever le binôme pro- 
posé. Qu’on propose , par exemple , d’élever 
3 «c— 2 bd à la cinquième puissance ; je lais 

3 ac=p , — 2 hd—q> S—m , 

et j’ai d’abord p m =(3«c)==243à 5 ic 5 . 
mqp m ~ l = 5x ( — 2 bd) (3 ac)= — üioa^bc^d. 

ZLüplç *pm-, = i otfbàdÇac) 

' = io#o à^Bbc^dâ. 

. b ■ 

m 351 °( — zbd) 

(3ac)=- : -7iOa 2 ^ 3 c 2 rf 3 . ^ 

m tiw— i) (w~b) (>»-?) _ 4 r m-^_ 

• ? • »x;X<‘t. • ^ ■••• .T ?.. ■ ‘ :'b 

5 (-^2M)(3#c)=â4dnÆ 4 c^ 4 . ’ 

— *xp«4Xï ï ‘ i.. 

ï X (-ibd)($acj^±-%2b5dS. 

A-l’-égard des autres-termes-, leurs coefficierts 
ayant tous pour ua~de leurs jprôduiàans m—5, 
qui est zéro par la supposition que 5, ils 

• 4 • ^ ». ^ . 5 

doivent toujours être nnls^ ainsi (3 ac — 2 bc) 
aura pour valeur 

~ 248^ 5 c 5 — ï oSoa 3 # s c 3 cl 2 

— 7 20 a 2 b 3 c 2 24<>n!^ 4 ad 4 — 3 2Ô 5 d 5 . 

\ ■ .JL I;I. -n 

\ X *. » J»' V 

lorsqu’on voudra ^le^er à une puissance 
donnée une qùMitité compos^edë pms de deux 


O 


* 
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Comment termes, on le pourra encore facilement. par la 
u "jSJmuîe m ® me méthode. Qu’il s’agisse , par exemple, 
précédente d’un trinôme, en nommant oie premier terme 
tés de plus ae ce trinôme, q la somme des deux autres, 
de deux ter- diffi cu ]{ré de l’élévation du trinôme sera ré- 
duite à celle du binôme, puisque chacun des 
• termes mp m —'q ) ? etc> 

ne renfermera pas de quantité à élever plus 
composée qpe des binômes. 

Et lorsqu’on aura un polynôme plus com- 
posé, on réduira toujours la difficulté à l’élé- 
vation d’un polynôme plus simple. 

.*■ LII i. t -, 

Pour donner un exemple de la maniéré 
dont on emploie la formule précédente à l’élé- 
vation d’une quanlitéquiaplusde deux termes, 
soit proposé d’élever a-\~2b — c àla quatrième 
puissance. On fera m— 4, t*=a, q=.2b — c; et 
substituant ces ; Valeurs dans la formule, on 

'.aura. . . . . . . .j. ....... ,;.i. . . 

.p m =a .4 , mqp m ~ l — Q a 3 b — ^ a Z. c , 


V a 2 = 24a 2 b 2 

.) '^1^.24 a z bc-¥6a 2 c 2 , 

'qSpm-i =4(2^— p) a— "biais 


r fn 

*X) 


~4$ a blc-\- 24 dbcc- — 4 « c 3 , - 


r 3 \ r X, . 

1664 — 4(36) c 2 


O 
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4 X?Xt 

iX} 


X»5x«3+^4 i 


166 4 — 32 ^ 3 c-f- 2^bbcc — 8ôc’-hc 4 , 

4 

et partant ( a-\-2b — c) =a 4 -l-8a > £ — 4 c*c 
H- 24æ 2 & 2 — 24« 2 £cH-6a 2 c 2 -f-32n&* — jfiabbc, 

-\-2/\abcc — 4ac 5 -Hi6^ 4 — 32Z>*c-h24ÆÆcc 
\ — 8 Æ6’-^c 4 . 


r. 1 v. 


Après avoir trouvé la formule précédente, 
on ne pouvoit gueres tarder à soupçonner 
qu’elle devoit s’étendre à d’autres puissances 
que celles qui sont des nombres entiers et po- 
sitifs. Il suffiroit d’avoir reconnu qu’il y avoit 
d’autres puissances que celles-là pour vouloir 
appliquer cette formule. Ayant reconnu , 

n 

par exemple, qu’au lieu de/*a, oa pouvoit 


écrire a n ; on aura imaginé aussitôt que lors- 
qu’il étoit question de prendre la racine n 
d’une quantité complexe quelconque repré- 
sentée par/7-Hÿ, on n’avoit qu’à faire m-*- 
dans la formule précédente , ou, ce qui revient 
au môme, on aura pensé que 

1 1 i f 1 ,\ 1 

— « f * 1 r-2 

«.1» . n \ * ' * 2 . \ a. 

V+\V îH 7 P 9 "t e te. 

I 

devoit exprimer (p-*-q) n , ou la racine n de 
p-hq. 
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voir que la 
formule pré- 
cédentealieu 
encore lors- 
que l’expo- 
sant est frac- 
tionnaire. 
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De même on aura soupçonné qu’au lieu 

de ; ou de (n-HO - ", on n’avoit qu’à faire 

7n= — n dans la même valeur de (p- H?), ce 

qui donnoit. 

t — » — n— i —n — 2 x 

v ~ n v 9 ~~ n ~r 11 a» 9 — etc - 

En un mot, l’ordre et la généralité qu’on 
avoit toujours trouvé dans les opérations 
analytiques, dévoient faire penser que, quoi- 
que la formule précédente n’eût été d’abord 
trouvée qu’en supposant m entier et positif, 
elle pouvoit aussi s’appliquer à toutes autres 
Valeurs de m. Mais , si la vraisemblance de 
cette généralité devoit frapper tous les géo- 
mètres, elle ne pouvoit pas seule les conten- 
ter. L’effet principal qu’elle devoit produire 
sur leur esprit, étoit de les engager à cher- 
cher une démonstration rigoureuse. Voici 
une maniéré de trouver cette démonstration , 
qu’il n’étoit pas bien difficile d’imaginer. 

Soit proposé premièrement de faire voir 
que la formule en question peut s’appliquer 
toutes les fois que m est une fraction quelconque 
positive,- ou, ce qui revient au même, soit 
proposé de trouver l’équation A (Voyez la 
table i ci-jointe) laquelle devient l’équation 

. ■ .* r_ 

B , en divisant les deux membres par p n et 
en faisant 4- — ç. 

Mais , pour prouver l’équation B , il suffit 
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de faire voir qu’en élevant ses deux mem- 
bres à la même puissance », il viendra des 
quantités égales, cest-à-dire, (en faisant.... 



qu’il s’agit de prouver l’équation JD. 

Or, comme r et » sont deux nombres en* 
tiers, on peut faire les élévations indiquées 
dans cette équation, par le moyen de la va- 

m 

leur générale de (p-+-ç); ce qui donnera l’é- 
quation E. 

Le problème étant réduit à prouver l’équar 
tron E y il faut trouver par la valeur de j, 
celles de s 2 , , j 4 , etc. multiplier ensuite la 

valeur de s par », celle de s* par — celle 

de s 3 par ” celle de s 4 par. . 

*(n— I)0t— 3)tn— j) 

iXJ X+ 5 etC ’ 

afin d’avoir des valeurs de tous les termes du 
second membre de l’équation E. Ces valeurs 
trouvées et écrites les unes sous les autres , ou 
formera l’équation F, laquelle) en faisant les 
réductions que demande le»second membre, 
devient l’équation G, qui est la même que 
l’équation Donc l’équation A, qui avoit 
donné cette équation, est prouvée. Donc 3 
est vrai, en général, que la formule de l’ar- 
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ticle XLVIII s’applique aussi bien aux puis- 
sances fractionnaires quelconques positives, 
qu’aux puissances entières positives. 

La même , I. V. 

aux Pour faire voir présentement que la même 
puissance* formule s’applique également aux puissances 
négatives- n( Sg at i ves> so q; entières, soit fractionnaires , il 
s’agit de prouver (Voyez la table 2 ci-jointe) 
l’équation A, dont le second membre est celui 
que donne la formule de l’article XLVIII, en 

faisant m = — — . 

» ' 

Il <est évident qu’au lieu de prouver l’équa- 
- tion A , on peut se contenter de prouver l’é- 
• quation B , qui revient au même que la pre- 


mière, en faisant z—~, et multipliant 1 |^ 


deux membres parp*. 

Il est évident, de plus, qu’au lieu de la 

r 

‘ * n 

quantité (i-M) , on peut écrire. ..... . 

— , et par conséquent l’équation B de- 

«+o" 

vient l’équation C. Mais, comme dans le 
premier membre de cette équation , on peut 


substituer à (i-Hs) sa valeur tirée de la for- 
mule de l’article JLlV, il est clair qu’il suffit 
de prouver l’équation D. Or, pour prouver 
cette équation, il suffit de multiplier le second 

membre 
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membre par le dénominateur du premier, et 
de s’assurer que le produit qui en vient est 
l’unité numérateur du premier membre. C’est 
ce qui arrive en effet J car, faisant la multipli- 
cation , il vient pour produit la quantité E , 
dont le premier terme , 'qui est l’unité, est 
le seul qui reste après la réduction. Ainsi on 
est assuré présentement , par une démonstra- 
tion, que la formule de l’article XLVIII a 
toute la généralité qu’on ne faisoit d’abord 
que lui soupçonner. *> 

LŸI. *■ 

Quelquassuré qu’on soit d’une yérité par 
une démonstration générale , on ne sauroit 
guères se défendre de chercher à la voir 
confirmée dans quelqu’application particu- 
lière. Sachant , par exemple , que la formule 
précédente donne l’élévation des quantités 
quelconques à des puissances fractionnaires, 
il est naturel qu’on veuille l’appliquer à 
quelque quantité qu’on sache avoir exacte- 
ment une racine ou puissance fractionnaire. 

Soit , par exemple , la quantité i -f- 2 b 
-H b* , dont on cherche la puissance 3 ; ou , 
ce qui revient au môme , la racine qüarrée. 
Ayant fait p = 1 , q = 2 b -f- b 2 , et m — ~ 
dans la formule précédente, on trouvera. . 
Le premier terme. .p m = i. 

Le second . .......... .m p m ' 1 q = 

Le troisième l q 2 = — -* b 2 — 

Tome IL L 


è 

' 

j 

* 

1 


j 

1 

\ 


Exemple 
d’une racine 
quarréepris* 
par la formu- 
le de l’éléva- 
tion detpuu- 
iancei. 


\ 
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Le quatrième m pw— 3^-3 — 

^ 5 +^ 06 . 

Le cinquième 4^-4 — ^ 4 

. ^ 5 -^-4ïq 7 - rfâ* 8 - 

Le sixième , etd. 

et c’est la somme de tous ces termes qui doit 
être la racine cherchée. 

A l’inspection de cette quantité , on a de 
la peine à croire qu’elle puisse se réduire à 
1 -f-ô qu’on sait être la racine cherchée. Mais 
la généralité de la démonstration précédente, 
et une certaine expérience du calcul , assu- 
rent bientôt de cette réduction. 

En ajoutant tous ces termes , on remarque 
que le premier terme 1 reste tout entier; 
que le second b-h~b z se réduit à 6, parce 
que la partie \b z de ce second terme est 
détruite par la même quantité contenue 
négativement dans Te troisième terme — ±b‘ 
— 7 b 3 — gM ; que ce qui reste du troisième 
terme — î b 3 — jb* , après la destruction de 
'-b ' , est entièrement détruit aussi par le qua- 
trième £ b 3 -4- H- f£ 5 -4- tjA 6 dont il ne 
reste, plus alors que f Z » 4 •+• f b 5 -4- A b 6 - Ce 
reste du quatrième terme se trouve détruit 
. de même par le cinquième terme ; et en 
poussant les réductions plus loin , on voit 
que tout s’évanouit dans la quantité précé- 
dente , excepté iH-é , ainsi que cela devoit 
arriver. 
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LVII. 

Outre que cet exemple et tous ceux de 
même nature, qu’il est aisé de former, con-, lorsque 
lirment , pour ainsi aire , par expenence , «'ont point 
la proposition démontrée , article LI , ils exactes C ,‘ n on 
montrent en même temps une utilité réelle 3? tro . uve 
de cette proposition ; puisqu il en resuite par n ,„é- 
une méthode pour extraire les racines de îtaie. ptece ' 
toutes les quantités qui sont des puissances 
complettes. Mais ce n’est pas là leseul'avan- 
tage qu’on en puisse retirer. Lorsque la 
quantité proposée n’aura point ~de racine 
exacte , on en pourra trouver une appro-i 
chée par la formule précédentes j l- j . N 

Qu’on cherche , par exemple j la racine • 
cinquième de la quantité a-+-ûn En substituant 
la plus grande des deux parties de cette 
quantité qu’on suppose être a à la place de 
p , la plus petite b à la place de q , et f à 
la place de rn , on aura pour Ja racine cher* 
chée * 


a 1 


r CL 


4 

’ 5 b- 


1x4x9X14 — ~r 

*îXîX4XÔJJ 


» X' 4 

“iXiJ 


a 


h*-+- *bï 

— a, 


À 4 , 1X4X9X 14 Xi , f 
0 + 2X5X4X 3 Xnay etC * 


/ b » bb 6 b 1 « b*', . \ 

ou « 5 X( 1 -h~ - etc ’) 

Or, quoiqu’il fallût former de la même C« que c’est 
manière une infinité de termes ; pour que 2u“u!««l£! 
la quantité précédente , qui est dé celles *“»«• 
qu’on appelle suites ou séries infinies , ex- 
primât exactement la racine cherchée , il est 

I- a 
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certain néanmoins qu’en se contentant de 
prendre un grand nombre de ces termes , 
on approche extrêmement de la valeur de la 
racine cherchée. S’il arrive même que a soit 
considérablement plus grand que b , on n’a 
besoin que de peu de termes pour appro- 
cher sensiblement de la vraie racine. 

Qu’on suppose, par exemple, b~~œ, on 
les six premiers termes de la suite 


aura pour 
précédente 

'X fit 


flVr- L- 1 * I 2 ±1 _| 39 _9 \ 

V “50 0500^ «1500 6«5oooo~ î 5 /> 1 5 o o o o o/* 

Gr, si l’on fait attention à la considérable di- 
minution successive de ces six termes, on voit 
que ceux qu’on pourrait y joindre, seraient si 
1 petits , qu’ils ne valent pas la peine d’être 
cherchés. t**ü: •• • • .i 

> : j L V I I I. 

Toute» tor- y ' L’utilité de la formule des puissances ne se 
tîtéspeuvenï borne pas encore à trouver par approximation 
éwe réduite» toutes sortes de puissances fractionnaires ou 
ia nse fôrmuie négatives j elle est infiniment plus étendue en 
précédente. servan t à réduire en séries toutes sortes de 


* 


quantités où il entre tant de signes radicaux, 
diviseurs, etc. qu’on voudra. Qu’on ait, par 


4 . 3 . 


exemple, la quantité — ^fet**^* en ré- 

\/(a+b ) — 

• M* ' 4 # 3 

duisant d’abord les deux quantités y^Ça-^-b) 


b) en séries, et les ajoutant, puis en- 
levant la série qui en est la somme à la puis- 


* 


Digitized by Google 


- - D y A l g e b b. e. i65 

sance i, on formera une nouvelle série, qui , 
étant multipliée ensuite par celle qu’on trou- 
veroit de même pour ; 1 ; 

y / \J [a-r-b) 

5 5 ~ 1 

ou (\Z~ — y/' (a — b)), donneroit enfin une 
seule série pour exprimer la quantité p opo- 
sée. Or, indépendamment de l’avantage d’avoir 
par approximation toutes les quantités compo- 
sées de radicaux et de diviseurs complexes, 
il y a une infinité de cas où il est très-utile, 
pour des démonstrations, que les quantités à 
traiter, soient délivrées de radicaux et diviseurs 
complexes , ainsi qu’elles le sont par leurs 
transformations en séries. Mais il est tems de 
retourner à la résolution des équations. 





h 3 
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CINQUIEME PARTIE. 

Résolution des équations du troisième et du 
quatrième degré. 


Lorsqu’on a voulu passer des équations 
exprimées généralement par aaf'—b et ax* m 
- \-bx m —c , à celles qui contenoient, outre ces 
termes, les intermédiaires, on a bientôt senti 
des difficultés qui ont fait abandonner l’espé- 
rance de résoudre ces équations en général. 
On n’a pu parvenir jusqu’à présent qu’à la so- 
lution de celles du troisième et du quatrième 
degré , encore la méthode qu’on a trouvée 
pour les résoudre, souffre-t-elle une exception 
considérable : voici le chemin qu’on a dû suivre 
en découvrant cette méthode. 


I. 

phi^corapô* Soient représentéés par l’équation 
«eVsuoi. -\-ey~\-f-o , toutes celles du troisième degré. 
»«mc «kg xi. g. on p OUVO j t r éduire cette équation à une 
autre , qui n’eut que le premier et le dernier 
terme, il est évident que ce seroit l’avoir ré- 




Digitized by Google 




d’Algebrz. 167 

solue. Or, le moyen le plus naturel de trans- 
former une équation en une autre, dans la- 
quelle on soit libre de faire quelques change- 
mens, c’est de substituer dans cette équation , 
à la place de l’inconnue, quelque quantité, 
dans laquelle on laisse une lettre indéterminée, 
afin de pouvoir s’en servir à volonté. 

1 1 . 

Soit donc substitué dans cette équation 
x-\-r au lieu dey, il viendra an- (3r-\-d)xx Tr*n«for* 
-+*(3 rr-h 2 rfr-f-e) or-f-r 3 -+-dr 2 -\-er-\-f— o , que "qüeiie on 
l’on écrit aussi de cette maniéré: fan évanouir 

-t- 3 rx 7, -h 3 rrx -4- r 3 =0 
-4- d H- ndr -4 -dr 3 
-+- e -\~er 

Comme on est le maître de r dans cette 
équation, il est aisé de voir qu’on peut par 
son moyen faire évanouir celui des termes 
qu’on voudra , mais aussi on n’en sauroit faire 
disparoître qu’un à la fois. * 

Qu’on fasse, par exemple, 3r-^-d=o, ou 
r— — ~d, le second terme s’évanouira, et l’é- 
quation deviendra 

o* 3 H- ex -t- d 3 = o 

' £_ 

+ / 

Si on fait, au contraire, 3rr-\-2dr-i-e—o , 
ou r— — \d+V~( — p- l-jfiW), I e troisième ter- 
me s’évanouira, mais les deux autres resteront. 

L 4 


un terme 
quelconque 
de cette é- 
quation. 
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Si on vouloit faire évanouir le dernier 
terme, il faudroit faire r 3 H-t/r 2 -f-er-f-/=:o; et 
alors pour avoir r, il faudroit résoudre une 
équation pareille à la proposée. 

Avec un peu de connaissance du calcul, on 
devoit bien s’attendre que la substitution de 
x-\-r à la place de y ne pouvoit pas faire éva- 
nouir plusieurs termes à la fois, parce que 
l’introduction d’une inconnue ne peut servir 
qu’à résoudre une seule équation ou , ce qui 
revient au même, à remplir une condition: 
or, l’évanouissement de chaque terme fait une 
condition. Mais si, par cette transformation, 
on n’est pas parvenu entièrement au but qu’on 
avoit eu de réduire l’équation proposée à deux 
termes , on a du moins changé la question en 
une nouvelle qui paroît plus simple, puisqu’il 
ne s’agit plus que d une équation à trois termes. 

Des deux équations transformées qu’on peut 
avoir en faisant évanouir , ou le premier , ou 
le second terme; la première, c’est-à-dire, 

.r 3 -{-ex •+- — d s —o 
æ <k 


est la plus simple ; aussi est-ce celle que nous 
allons chercher à résoudre, en tachant de di- 
minuer encore le nombre de ses termes : mai» 
nous suspendrons un moment cette recherche, 
parce que la méthode qu’on vient d’employer 
pour transformer les équations du troisième 
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degré , offre si naturellement de nouvelles vé- 
rités sur les équations de tous les autres degrés, 
qu’il est à propos de s’y arrêter un peu. 

1 1 I. 

On voit d’abord qu’à l’aide de la même 
transformât ion* de y en a>+-r, on peut aussi 
faire évanouir le terme qu’on voudra d’une 
équation d’un degré quelconque. 

Qu’on ait, par exemple, l’équation du qua- 
trième degré la plus générale y*-\-ayZ-\-by 3 ' 
-ycy-\-d=o , en y substituant oH-r au lieu 
de y, on aura équaîon du 

^ quatricme 

Æ 4 -h4rr 3 -f-6r 2 ^ 2 -f-4r 3 r-4-r 4 =o « e s«- 

-4- a -|-3 ar -4-3«r 2 -4-ar 3 

4* b 4-2&r 4 -brr • - # 

-f- c -4-cr 
V ' H-d 

dans laquelle faisant 4r-Hz=o , ou r — — \a , 
on aura une équation du quatrième degré qui 
n’aura point de second terme. 

De même , en déterminant r par l’équation 
du second degré 6r 2 -h3«r-4-è=5;o, on aura „ 
une équation du quatrième degré qui n’aura 
point de troisième terme. en faisant r tel . . 
qu’il conviendroit pour résoudre l’équation du 
troisième degré 4r 3 4-3ar 2 -+-2/>r-f-c=o , on 
auroit une équation du quatrième degré qui 
n’auroit point de quatrième terme. Le cin- 
quième s’en iroit de même par le moyen d’une 
équation du quatrième' degré. Mais on ne 


4 
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s’arrête pas ordinairement à faire évanouir 
' d’autres termes que le second, parce que l’é- 
vanouissement des autres termes amene pres- 
que toujours des calculs compliqués de radi- 
caux et fort pénibles. 

v . 1 V * 

*em«t“°Tu -Dans une équation générale du cinquième 

fécond ter- degré y 5 4- #r 4 4-<V 3 4-cy 2 4- dy-he=o , la 

équation du transformée donne l equation 

cmq- degré. ^5_j_5 r:c 4 _(_ f etc. dont le second terme. . . . 

s’évanouira par l’équation du premier degré. . 
5r-t-rt=o, ou r= — \a. 


V. 

équation "du Et» en général, dans une équation d’un de- 
degré q^ei- gré quelconque m, représeiftce par x m -\-ax m — 1 
conque m. jj sera a | s é £je trouver par 

la formule des puissances, donnée Sans la qua- 
trième partie, article’ XL VIII , que le second 
terme s’évanouira en faisant l’inconnue 


a 

x—y 

J m 


V I. 


Résolution Après cette petite digression, remettons- 
généw“ê tt *» nous à chercher solution de l’équation du 

4ï-*+f=o- troisième degré 

-p- c x *4" -èj =o 

tf* de 


f 

à laquelle l’équation générale jr3 

« r I . * . 1 


(I y z 4- e y 


1 * O J » "T » ~ f 

4^==o s’étoit réduite par la supposition de 
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v=*»^ — ~d\ et pour abréger les calculs, écri- 
vons-la ainsi, x^-\-px-\-q~ o. 

En suivant l’idée que nous avons déjà em- 
ployée , faisons encore une transfoi’mée. Subs- 
tituons , par exemple, u-\-zk la place de x; 
non dans la vue de faire évanouir un terme 
de cette équation, ainsi qu’on se l’étoit pro- 
posé la première fois; car on verroit bientôt 
que le terme qui a voit disparu reviendroit; 
mais pour décomposer cette équation en d’au- 
tres qui soient plus simples. Sans voir dis- 
tinctement qu’un tel moyen doit réussir, on 
sent bien que la transformation d’une équa- 
tion en une autre , où l’on a une lettre à 
déterminer à volonté , ne peut gueres man- 
quer d’être utile. 

La substitution de x=u~\~z étant faite, il 
vient u3-\-‘àuuz-+-'6uzz-\-z3-) r pu-\-pz-\-q =o- 
Supposons maintenant que l’une des incon- 
nues u ou z soit telle que u^-{-z^~\-q — o; on 
aura, dans ce cas, l’équation ?>u % z-\-Zu£-)rpu 
-4 ~pz=o, qui, étant divisée par u-+-z , donne 

Suz-k-p—o , ou u=s — Voilà donc une 
équation avec laquelle on chassera facilement 
une des inconnues introduites; il ne s’agit 
plus que île savoir quelle sera l’équation qui 
déterminera l’autre inconnue. Pour cela, il 
faut remettre cette valeur de u dans la pre- 
mière équation « 3 -Hs 3 -+-7 = o; ce qui don- 
nera — -hq~o , ou z 6 -hqz3 — ^i 
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Or, cette équation , quoique d’un degré plus 
haut que la proposée, est cependant bien plus 
facile à résoudre; car elle est de la classe de 
« celles que nous avons résolues dans la qua- 

' trieme partie, article XX, et la valeur qu’elle 
donne pour z est yf( — -qty/' (\q z -^~i^p 3 ))- 
Donc u ou — sera — — qui 

se réduit facilement à — V (~q ±V r (^q 2 -\—prp i ))ÿ 
car on peut voir facilement que le produit de 

par est T?p 3 , et partant • 

que jp est le produit des racines cubes de 
çes quantités. Ajoutons présentement ces va- 
leurs de u et de z, et nous aurons u-±-z y ou 

*=/■(— 5?±iA(^-HTP 3 )) 

-h+k±\fC k z +±P 3 )), 

ou simplement 

car en prenant le radical V {\q z -±~rfP' i ) en — , 

* on n’a pas une valeur de x différente de celle 
qu’on a en le prenant en -f-. ■ 

VIL 

précédente'* ? ar cette valeur de x, on voit qu*il n’en 
ne donne est pas des équations du troisième degré 
trois'racincs! comme de celles du second, où la même ex- 
pression d’une racine marquoit, à l’aide du 
signe + , les deux racines à la fois ; ici on» 


♦ 
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trouve une expression qui ne sauroit désigner 
qu’une des trois valeurs de x. 1 

Pour trouver les deux autres, il faut diviser 
l’équation xZ'-\-px-\-q— o, par la racine que d’avoir le* 
donne la valeur précédente de x , et 1 équation deux auttei 
du second degré qui en sera le quotient , don- 
nera, par sa résolution, les deux autres i*acines 
cherchées. 

Si l’on veut trouver la valeur générale de ces 
deux racines, il faut faire, pour abréger les 

calculs 

et vA— i<?+V^(^ 2 -t-T7P 3 ))-« » 

et faire attention que dans ce cas , mn=~p et 
rn.3 — n3—q. Cela posé, la division de l’équa- 
tion x3-+-px-+-q=o par x-\-m — n, qui est alors 
la racine qu’on vient de trouver, donnera 
pour quotient xx-+~nx — mx-\-mm-\-nn-\~mn 
= 0 , dont les deux racines, c’est-à-dire celles 
qui nous restent à trouver dans l’équation. . . 

x3-+-px-hq=o, sont x — + ~ — 3, 


ou 


x 


i V’&q+\rw+-hp*)) 


.«n 


qui, sont nécessairement imaginaires toutes les 
fois que 1 / est une quantité réelle. 

On uuroit pu reconnoître des l’articje V de 
la quatrième Partie, où il n’étoit question que 
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des équations à deux termes, l’espece d’imper* 
fectionque donne à la solution de9 équations du 
troisième degré , la différence de forme des trois 
racines; mais cette espece d’imperfection est 
ici plus frappante, en se trouvant dans la solu- 
tion générale. 

VIII. 


e« où i* Ce désavantage de la solution précédente 
cèdent* P ne des équations du troisième degré n’en peutpa- 

conn°o!crex e ro ^ tre un q u ’^ ceux qui considèrent , pour 
à cause de$ ainsi dire, méthaphjsiquement T Algèbre ; 
ôu’efiTrea- mais il yen a un autre bien plus frappant pour 
fcrrae - tout le monde , et qui a extrêmement exercé 
tous les calculateurs. C’est que cette solution 
n’apprend rien du tout pour la valeur de x 
toutes les fois que-^-p 3 est plus grand que \qq, 
et qu’il est en même tems négatif. Dans ce 
cas , qui est très-étendu, la valeur de la quan- 
tité est imaginaire, et par con- 
séquent les deux quantités 

TP 3 )) 

et i — 


qui composent la valeur de x sont imaginai- 
res aussi : mais on n’en sauroit conclure pour 
cela que la valeur de x soit imaginaire; ce 
qui, bien loin d’être regardé comme un vice 
- de la solution, la rendroit une solution com- 
plette; et on ne sauroit non plus, du moins 
par les méthodes -connues jusqu’à présent. 
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déterminer quelle est la quantité réelle qu’ex- 
prime cette «valeur de x. 

I x. 

Non-seulement on ne sauroit conclure de 
l’expression que x a dans ce cas , que la ra- » 
cine cherchée est imaginaire ; mais on s’est 
assuré, par divers moyens, que cette valey>r 
étoit toujours réelle alors : voici de tous ces 
moyens celui qui m’a paru le plus direct (i). 

Soit repris la valeur 

V {—'-.q+v' (i?*+T 7 j> 3 )) 


tre cepen- 
dant que 

_ dan* ce cas m 


de x, et soit mis dans cette valeur à la place 
de \q y a, et à la place de -\~tjP 3 ) 

supposé imaginaire, éy"( — i); on aura 

i))- "/ 

Cherchons maintenant les valeurs de. ... .1 


p r ( — a-^ r by/' ( — 1)) et de — K («-+-/ j/ ( — 1,)) 
parla formule donnée dans la quatrième partie, 
article XLVIII , pour l’élévation du binôme. 

La première de ces deux quantités devien- 
dra — a*-h\a 3 bl/( — 1 ) — l a 


5 

’ 3 b 2 


-—a 

8 1 


b — i)-h~a 3 & 4 -+-etc. 

'Êt la seconde 


a 


(1/ Je l’ai tiré d’un mémoire de M. NICOLE, membre 
de l’académie, année 1738, pagos 99 et ioo. 1 
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—J—la~~~ 3 6 V r(— I )—ia'^h 2 


1 +TT« 3 ^V( — ^hrrh a 3 b 4 — etc. 
et par conséquent la valeur de x sera la suite 
infinie 


— 2 x 3 -~(i 3 b 2 -k-~ja 3 b 4 - 


Hh a ~ 3 clc * 


ou 


V S b " 
2a 


loi* 


ij+i* 


-etc.| 


m)a* ‘ 6 ' j 6 i «« 

Î ui ne contient aucune racine imaginaire. 

>onc, dans le cas où rvp 3 est négatif et plus 
grand que \qq , la valeur 

de x-, qui est alors sous une forme imagi- 
naire, est cependant une quantité toujours 
réelle. Malheureusement on n’a pu jusqu’à 
présent lui trouver une fox*me réelle, qu’en 
admettant , ainsi qu’on vient de faire, une 
infinité de termes dans son expression; ce 
qui ne peut servir qu'à prouver que cette 
méthode on valeur est réelle , mais non à la faire connoî- 


pjrlamême 


»Tu7ap7rô e - tre exactement. 

ïhéo de r. 


X. 


Si l’on veut se contenter d’une approxima- 
tion, on pourra faire usage de la série pré- 
cédente ; car , en supposant a plus grand que 
6, les termes de cette série iront en dimi- 
nuant, et par conséquent on pourra négliger 

les 


4 
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les derniers , quand ils seront parvpius à n’être 
que de très-petites quantités. S’il arrive, au 
contraire, que a soit plus petit que 3 , il fau- 
dra, en employant la formule du binôme pour 

trouver ( — a-\-b>/~ ( — 1)) et (aH-iy j ( — 1 )) 
avoir l’attention de prendre h y/" (—1) pour le 
premier terme du binôme, et a pour le se- 
cond; on aura, pour la valeur de>.r ou de. . 

V^(— - 1)) — v r (a+^/'( — J)), la 
quantité -+- 1 b 3 a — ~b 3 


U' 


Z.ÜL -b 

f n æl n 1 


OU — — î — I-b 


• 9 69 3 


2 O 

3 al 

22U 4 . 


etc. 


J 7 +<J 

ï {6 


etC 'f 


jp t *7*’ 3 *S b * 

qui est aussi réelle que l’autre expression , et 
dont tous les termes décroissent quand a est 
plus petit que b. 

X I* 

Nous avons vu, article VII, que des trois 
racines de l’équation x^-\-px-^-q—o , celles *utre» 
qui sont exprimées par. 4 . . 

(iî’+TT.P 3 )) 

K(-iî+K(-: ? * +1 Vp 3 )) 

+\V , (.-ïq+/(hft"P 3 )W- 3 

sont toutes deux imaginaires, toutes les fois 
que (\q 3 , - J ir~p 3 ) étoit une quantité réelle; 
nous allons voir présentement que ces deux 
Tome IL . M 


les deux 
va- 
leurs de x 
sont aussi 
réelles dans 
le même cas, 
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racines son# toujours réelles, toutes les fois 
que I / est imaginaire, c’est-à-dire, 
toutes les fois que p est négatif, et tel que ~p^ 
est plus grand que ~q % . 

Car si on change, à l’aide des dénomina- 
tions qu’on vient d’employer , l’expression 
de ces deux valeurs de x en 

4/-(<H^va-0 y-iVi-a+bSl-i)) 

± ViV'( a + h \ r i- 0)îyf- 3 

‘et qu’on réduise, ainsi qu’on vient de faire, 

les quantités i /~( — a-\rlÿ ( — 1 ) et 

l/' {ar\-bV' ( — 1 )) en séries, on aura , pour ces 
deux valeurs de x 

tt 3 x{ 1 H- _+ ' etC i 

- 1 1— 1 — - mb ' -1 .. etc l 

expression entié r ement réelle. 

XII. 

Comment Comme l’équation la plus générale du troi- 
de* racine* sieme degré, représentée par. 

S+’,r + °; O 

s’est réduite â 

«juationyS-j- x 3 ~+-ex-\--^:d3 —O 

-v +*y+/ 7 • 

«=0. 


y 

) 


de 

T 

f 


« *S 

ou simplement x 3 -\-pxA-q=o , par la sup- 
position de y=x — ~d, il s’ensuit que les va- 
leurs de y dans l’équation générale y^-ï-dy* 
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~\-ey->rf—o sont celles qu’on a en résolvant 
cette derniere équation x'à-\-juc-\-(f—Q ) et en 
retranchant de ses trois racines 

X I I L 

Une équî- 

De-là , il suit qu’une équation quelconque Smî^Sré 
du troisième degré, sera entièrement dans le a*e*troisr«- 
meme cas, par rapport aux racines reelles ou ouuneiéeiie 
imaginaires , que l’équation qu’elle produit 
par l’évanouissement du second terme. 

Ainsi on voit, en se rappellant les articles 
VII et IX, que toute équation du troisième 
degré doit au moins avoir une racine réelle , 
et que les deux autres sont toujours, ou toutes 
deux réelles , ou toutes deux imaginaires* 

XIV. 


Pour distinguer lequel de ces deux cas 01 £j| 
arrive .dans une équation du troisième degré ces cau 
donnée , on commencera par en faire évanouir 
le second terme , afin de la pouvoir comparer 
à l’équation x 3 -hpx-hq=o-, et lorsquè Cette 
opération sera faite, si p est positif, ou qu’é- 
tant négatif il soit tel que ~p3 ne soit pas 
plus grand que \qq , il n’y aura qu’une racine 
réelle, laquelle sera déterminée exactement 
par la formule de l’article VI. 

Si , au contraire, p est négatif et tel 
que -~p 3 so it plus grànd que ~ qq; Jes trois 
racines seront réelles ; mais aucune d’elles 
ne pourra être déterminée par la formule 
de l’article VI, à moins qu’on ne se contente 

M a 
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d’une approximation comme celles qu’on a 
en transformant cette formule en une suite 
' infinie. < 

X V. 

Us * racine»! S’il arrivoit que ~p3 fut négatif et égal 
négauéet ^ +W? on P°urroit trouver de la difficulté à 
sçtfy- déterminer auquel des deux cas précédens 
l’équation se rapporteroit, c’est-à-dire, qu’on 
ne sauroit s’il devroit y avoir seulement une 
Racine réelle, ou si toutes les trois le seroient, 
à cause que qui est alors zéro, 

peut également se compter parmi les quan- 
> tités positives, ou parmi les négatives; mais 

l’inspection* des trois racines ou valeurs d\r 
trouvées précédemment , décide bientôt la 
question. Car la première valeur, exprimée 

par f/(— î?-bV / '(^ a 4-Tf J P 3 )) 

3 

se réduit alors à — zV'-q, et les deux autres 
, valeurs, exprimées généralement par 

7V/“G <m^ a +^P 3 )) 

—\\f (—\q+\ r G q 2 +ibp 3 )) 

±{#( iï+yrW+TïPty 

3 

se réduisent alors à -}-/ Gy + o), c’est-à-dire, 
qu’elles sont toutes deux égales à îf* 
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Ainsi , les équations où V est 

zéro , sont comptées parmi celles dans les- 
quelles les trois racines sont réelles. 

X V*ï. 

Pour faire présentement quelques applica- AppUcwio» 
tions des réglés précédentes, supposons d’a- ^ 
bord qu’on ait liquation j ,, -h3y i y* — 3r-t-25=o » ua 

à résoudre ; on commencera par faire éva- exwnp e ‘ 
nouir le second terme de cette équation; ce 
qui se fera , suivant l’article II , en.supposant 
y=x — i et l’équation, délivrée du second 
terme , qu^ l’on aura par cette substitution , , 

sera x 3 — 6x-+-3o=o> qui, étant comparée à 
x 3 -+-px-\-q= o, donne p= — 6 , et <p=3o. 

Ces valeurs étant substituées dans • 

V ihqq-^-hp') ? cette quantité devient v/^ 217 , 
qui est une quantité réelle; ainsi la formule 
de l’article VI doit donner, dans ce cas, la 
valeur cherchée de x. 

Si l’on fait donc dans cette formule 

tp 3 )) 

les substitutions de i5 pour ~q et de 
pour ^ {hqcf-^—p^) , cette valeur générale de , 

3 3 

.r devient — i5q-/“ 217 ) — t/Xiô-hK 217 ) , 

qui est la seule racine réelle que contienne 
l’équation x* — 6aH-3o= o, et qui ne sauroife 
être réduite à une* plus simple expression. 
Substituant ensuite b. valeur de x dans l’équa- 

MS 
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Autre exem- 
pte conte- 
nant une 
équation du 
sixième de- 
gré qui se ré- 
duit au uoi-. 
sic me.. 
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. • 3 • 

tion y—x — 1, on aura y=y r ( — 10-1-^217) 

3 

— I/(i5-i-y/'2i7) — i, pour la seule racin© 
réelle de l’équation proposée, 

9 3 -+- 3 xy— 3 y-hz 5 = o, 

XVII. 

Si on avoit une équation du sixième de- 
gré , où l’inconnue ne se trouvât, à aucune di- 
mension impaire, il est évident qu’on la ré- 
soudroit par la même méthode que la pré- 
cédente, puisque cette équation se réduiroit 
tout de suite au troisième degr^ par une 
transformation. Qu’on ait, par exemple, . . . , 
z 6 -hç}z 4 -+- 3 ()zz-h 55 =:<y, en regardant ^égal 
à une nouvelle inconnue x moins un tiers du 
coefficient du second terme, c’est-à-dire, .... 
Z Z JC“~ —■ s - 3 , on changera cette équation en. . 
x'-t-i2x — 8=0, qui* n’est que du troisième 
degré, et qui n’a point de second terme. 

Comparant alors cette équation avec.,., 
x'+px-hq— o, onap=i2, q= — 8, et par- 
tant \/^(T7P 3 '+~qq)=V r 8x) y d’où x } ou.,,, 

/X— \q+yf&p$+\q*)) 

(4-h Ÿ 80} — ( — 4-j-yA 80} , 
et comme, par la supposition , zz~x — 3 , ou- 
z^\/~{x — 3) , onaura alors l’inconnue cherchée 

z--¥y/'^ fv^(4+V^8°)— V”( — 4 + V^^o) — 3} 

et les deux valeurs que cette expression donne 





t 
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en prenant le radical en -h et en — , sont les 
seules réelles des six que doit avoir l’équation 

proposée. • . 

En général, qu’on ait une équation telle . Equation* 
que zy*-*-az> m ^rhz™+c=o , on la réduira 
tout de suite à une du *troisie*ne degré et roi«u »»i. 
sans second terme , en faisant t^—x - 5 n * 

XVIII. 

Supposons présentement qu’on ait l’équa- 
tion x*-\-3x—r4=o , à résoudre; cette équa-, 
tion n’ayant point de second terme, on peut 
tout de suite la comparer à x*-\-px-i~q—o 7 
et l’on a, par cette comparaison, p—Z et..' 
q= — 4 , et comme p est positif, on „voit t 
par l’article XIV, que la formule générale 
de l’article VI doit encore réussir dans ce cas. 
Substituant en effet ces valeurs de p et de q 
dans la formule générale .......... 

x= v^C— ï?+V^(t7P 3 “K£*)) 

* en a , pour la seule valeur réelle de x 7 . . . .. . 

y r ( 2 -\-y r 5 ) — y r (- — 2 +y^* 5 ). Si l’on applique 
présentement à cette expression la méthode- 
de la quatrième partie, articles XXaV , 
XXXVIII et XLÏ, on verra qu’elle se peut 
aisément réduire, parce, que 2 ^-)/~ 5 est le 
cube de et que — 2 - 4 -^ 5 est celui 

de — d’où cette valeur x se 
dllit à I- - - -L. 

Mi 
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On auroit pu parvenir à cette même 
valeur de x sans la formule pi'écédente, en 
employant la réglé de la troisième Partie, 
articles XII et XIII; car on auroit trouvé 
que x — 1 etoit un ^di viseur exact de la quan- 
tité x y -\-?>x — 4. * 

XIX. 


Quatrième Soit maintenant proposé de résoudre l’é- 
San™ p iequei quation x% — gox — 98= o. En comparant cette 
ie i‘a« m vï équation à l’équation générale x -\-px-\~q— o, 
est insuffi. on a p— — 90 et q — — 98 : or p étant négatif 
et tel que ~p l est plus grand que \q* , ,1’é- 
qualion proposée est de celles qui ne peu- 
vent* pas se résoudre par la formule pré- 
cédente. Je cherche alors, par la méthode de 
la troisième partie, articles XII et XIII,. sî 
elle n’aura pa? quelque diviseur, et ayant 
, - reconnu qu’elle n’en a point, je me sers de 

la méthode enseignée, article X, pour trou- 
ver une valeur approchée, 

. Tîrninn Pour cela , je commence par substituer 
«ie ïamçtho- pour/? et q leqrs valeurs —90 et — 98 dans 
cfeVpout la formule générale 

des racines. .* X~\T{ — îy-4-l/’(ïVP 3 *+"^ 2 )) 

et j’ai 

x=V r (49-i~V r (— 2 4 5 99)) 
49-+-V r .(~ 2 4^99)) 
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b’Aigeire- 

qiii, étant comparée à l’expression 

quelle est devenue (article X) la suite infinie 

H a* C . S«’ • *»-* , 574-" _ etc l 


)b>\ 


-I-+- 


? 7 4<3 

6-561 5 ° 


jl.1 t »7** ^ ■ 

donne a =—49, M = + 14699, <I U '> n ? 
s’agit plus que de substituer dans cette suite 

infinie. 

Pour faire cette substitution , je commence 
par prendre là racine cube» de 24^99 > ® 
d’avoir £t, l’opération laite, j’ai environ 29,0a 

pour cette racine cube, et partant -^r, ou. . 

9« 


est environ 


Q R o o 
8 7 a 


? ^Quarrant ensuite a et le divisant par bb, 
j’ai pour ^ environ 0,0976, dont le quarré 

0,00952 est la valeur de p ; quant a la valeur 
de et des puissances plus élevées, elle 
est inutile-dans cette suite, dont la marche 
est assez prompte. 

Faisant alors les substitutions des valeurs 
de pj £ à la place de ces quantités , j ai en- 
viron — 1 , 104 pour la valeur de x, donnée 
par la formule de l’article VI ; si on veut 
avoir les deux autres valeurs de x qui doi- 
vent aussi être réelles, suivant l’article XIV, 

il n’y a qu’à diviser l’équation '•••••• 

x — 90.x — 98=0 par 37-1-1,104, qui est 
à très-peu àç chose près, suivant ce que l’on 



6 


Os irré- 
ductible du 
troisième 
degré. 


Inconvé- 
ni»nt de l’ap- 
proximation 
enseignée , 
article X. 
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vient de voir, une de sesracines. La division 
faite, on a pour quotient $x — 1,104.2; — 88,781 
et pour reste 0,0142 , quantité assez petite, 
pour être négligée; de sorte qu’on peut re- 
garder l’équation xx — 1,104.2; — 88,781=0, 
comme le quotient exact de la division de. . 
x 3 — gox — 98 = 0 par x-\-x,io^, et comme 
le produit des deux racines cherchées. Ré- 
solvant donc cette équation, on a pour les 
deux valeurs de 2; qu’elle donne 

x=o, 55 z ± 1/ 89,0857 , 

c’est-à-dire , -1-9,990 et — 8,886. 

Ainsi les trois valeurs de x dans l’équa- 
tion pro£f&ée x 3 — gox — 98=0 sont à-peu- 
près — 1,104; -1-9,990; —-8,886. Quant aux 
valeurs exactes , aucunes des méthodes con- 
nues jusqu’à présent ne sauraient lçs faire 
trouver, et toute équation qui ayant, comme 
la précédente , ses coefficiens rationels n’aura 
aucun diviseur rationel, sera de même irré- 
soluble par ces méthodes, lQrsque -~p* sgra 
négatif et plus grand que ~qq. 

X X. 

La méthode que nous venons d’employer- 
pour résoudre par approximation les équa- 
tions du troisième degré dont les trois ra- 
cines sont réelles, a cet inconvénient, que 
lorsque a différé peu de b , les termes de la 
série qui exprime la valeur de x , décroissent 
si lentement, qu’il* en faut un très- grand 


Digitized by 



d’Algebre. 187 

nombrfe pour approcher un peu exactement 
de la vraie valeur de x,.ct que, par consé- 
quent \ les calculs deviennent extrêmement 
pénibles. Il est donc à propos de chercher 
quelque méthode plus généralement com- 
mode dans la pratique. 


XXI. 


Dans cette vue, je reprends l’équation. . . Amremé- 
x 3 px-\-q—o, ou plutôt ^ 3 — pa:-^7=Op^ e m a t ioâ 
(les cas qui échappent à la méthode de l’ar- f é "f" lc 
ticle VI ne se trouvant jamais que parmi pratique, 
ceux où p est négatif) et je me propose de 
lui donner cette forme — z = r, qui est plus 
simple , à cause qu’elle ne renferme qu’un 
terme d’indéterminé. 


Afin de faire cette transformation, je fais 

x—mz\ ce qui change l’équation 

x * — px-Arq^o en £ — As — — ■— , qui m’ap- 
prend qu’en faisant m= — V p, si q est négatif, 
je donnerai toujours à l’équation x — px-\-q—o 
la forme z 3 — z—-\-r. 


Je remarque présentement que si cette 
équation est de celles que la formule de l’ar- 
ticle VI ne sauroit résoudre, il faudra néces-* 
sairement que r soit plus petit que '-V ~ , ou, 
T?'-, et qu’en même tems il y ait une des 
racines qui soit positive, et plus grande que 
l’unité , mais moindre que V £ . Car si z 
surpassoitr | , on auroit pour r, c'est-à-dire 


1 


« 


* 
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pour z’ — z un nombre plus grand que 
et par conséquent l’équation ^ 3 — ; —r seroit du 
nombre de celles où la formule de l’article VI 
réussit. 

Cela posé, je fais z= i — J, et substituant 
cette valeur dans l’équation z 3 — z — r , elle 
donne 2J-+-3JJ-t-J 3 =r, dans laquelle je re- 
marque que J étant une quantité toujours 
plus petite que V \ — i, c’est-à-dire, plus 
petite que o,i55, son cube est plus petit 
que 0 , 0037 . Or, ce cube étant donc si petit, 
je vois qu’on ne peut pas commettre une 
grande erreur en négligeant le terme «f 3 dans 
l’équation 2J'-+-3 JJ-+-c l' 3 = r, c’est-à-dire , en se 
contentant dé résoudre l’équation 2J-+-3J J = 
Je résous donc cette équation, et elle me 
donne /= r)—i = * 

et par conséquent z, ou 1 ? 

ou simplement , puisque des va- 

leurs de on ne cherche que celle qui sur- 
passe l’unité, et qui est positive. 

Pour savoir à quoi peut monter l’erreur 
qu’on commet dans cette méthode, en négli- 
geant le terme «f 3 f prenons le cas où ce terme 
esl le plus grand’, supposons que z ou i-J-J* 
soit V ce qui ne peut jamais arriver, tant 
que l’équation proposée est de celles qui échap- 
pent à la méthode de l’article VI. Nous au- 
rons alors et notre- méthode nous. 



n’Aiai 


donnera pour valeur de z, 


B R E. 

i-K/O-WîJ 


J 


189, 
au lieu 


de la vraie valeur Or, il est aisé de re- 
connaître que ces deux quantités ne diffe- 
rent entre elles que d’environ un millième; 
voilà donc la plus grande erreur qu’on puisse 

craindre, en prenant 


J 


pour 


la racine 


positive de l’équation z 3 — z=r , si cette égua- u méihod» 
tion est de celles où la formule de l’article VI 
ne peut s’appliquer. . £ on , ne . d ’ 4 * 

Ayant calcule la valeur de z par 1 exprès- millième 

sion — + il faudra la multiplier par TW pour pre *‘ 

avoir la valeur approchée àe x. • 

XXII. 


Si on ne trouve pas que cette résolution de 
Féquation proposée approche assez de la vé- 
ritable, c’est-à-dire, qu’on regarde les erreurs 
qui pourroient aller aux environs d’un mil- 
lième comme trop considérables, rien ne sera 
plus aisé que de trouver une autre valeur de 
la racine beaucoup plus exacte, par une opé- 
ration fondée sur les mêmes principes. Après 
avoir calculé cette première valeur de a > , et 
l’avoir nommé pour abréger k , on imagi- 
nera que la correction qu’il faut lui faire 
soit e , c’est-à-dire , qu’on supposera que le 
véritable x soit fc-f-e. Substituant alors cette 

quantité pour x dans l’équatipn 

x 3 — px-¥ -q—o, l’on aura k 3 -t-37c 2 e-}-3À:e a 

y ou simplement k 3 ■+■ 3A a « 
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+ 31& 2 ^pk-—-pe-+~q==zo , en négligeant le 
terme t 3 qui est bien plus négligeable que 
ne# l’etoit le terme «T 3 à la première opéra - 
, tion, puisqu’il est infiniment plus petit. Ré- 

solvant ensuite cette équation, la valeur de 
« qu’elle donnera, sera la correction, qui, 
étant faite à la première valeur de a;, en 
dorqiera une seconde infiniment plus exacte* • 

Si on n’étoit pas encore content de cette 
seconde, on en trouveroit une troisième, en 
nommant la seconde valeur l, et substituant 
à la place de x dans l’équation proposée 
x 3 T ~px~\-q=o , et ainsi de suite. 

Mais, bien loin qu’on ait communément 
besoin d’employer des corrections si multi- 
pliées, on pourra très-souvent se contenter de 
la valeur de x trouvée en premier lieu, ou 
tout au plus il suffira, après’ la substitution 
de pour x dans l’équation x 3 — px-\-q=o 

de résoudre l’équation k 3 -{-3k 2 e-—pk — pe. 

c’est-à-dire, qu’on pourra non-seu- 
. lement négliger le terme « 3 , mais le 'terme 
3 j U* , parce que ce terme est déjà très-petit. 

XXIII. 

rtl P c P èt' t ea mé n Faisons présentement quelqu’application de 
thode à un cette méthode. Soit, par exemple, l’équation 
exemple. ^ 3 — . z —l. En substituant pour r dans l’ex- 
pression elle deviendra 

c’est-à-dire, environ 1,138 qui est un peu 
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plus grande quç la vraie valeur de z; mais 
qui l’est de bien peu ,.puisque i,i 37 , comme 
On peut le voir aisément par le calcul, seroit 
trop petit. 

Pour approcher plus exactement de la vraie 
valeur dé z, on substituera i,i38-H à la 
place de z dans l’équation z 3 — z = \ , et l’on 
aura 0,002426739-1-2,8851326=0 en négli- 
geant les termes affectés de e 2 et de « 3 . Cette 
équation étant résolue, elle donne 
*= — 0,000841 , et partant pour la valeur de 
z corrigée, 1,137159. Si on avoit voulu faire 
cette correction plus exacte, en ne négligeant 
que le terme affecté de e 3 , on adroit résolu 

l’équation ; 

o, 002426739-1-2, 885i32eq-3,4i4e 2 =0 , 

ce qui auroit donné la correction 

t— — 0,000841836, c’est-à-dire, pour z cor- 
rigée 1,137158164. 


?xiv. 


Supposons maintenant qu’il s’agisse de ré- 
soudre l’équation. # 3 — i 3 .aH- 5 =o • je fais, t . * 
#= — zV i 3 , et ellé se change enz 2 — ^=77^77: 
égalant donc r à cfcins la première valeur 
approchée, 1+v/ ('1~l f j, dez, cette valeur devient 

1 ? / 1 5 \ 

- et elle donne , par conséquent. 


Autre 

exemple. 


pour#. 


•y i3-i/(i3+^) 


, c’est-à-dire , en» 
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viron — 3,784. Si on veut avoir une valeur de 
x plus exacte, on supppsera x= — 3,784-f-gj 
on substituera cette valeur dans l’équation. .. 
x 3 — i3jH-5=o , et l’on aura, en négligeant 
les termes affectés de e 2 et de « 3 , l’équation 
0,010205696-1-29,955976 =0 , qui donnera.. 
«= — 0,000341 , et , par conséquent, ...... 

x— — 3,784341, valeur plus exacte que la 
première. 

XXV. 

génlriu'de Ap r ^ s avoir montré la maniéré dont on 
df^quàtHe- P arv i ent à l a solution des équations du troi- 
m« degré, sieme degré, voyons maintenant les moyens 
qu’il faut employer pour résoudre cellél du 
• . quatrième degré. 

Prenant d’abord une équation générale 
y^-\-ay^-\-by % -\-cy -\~d—o pour représenter, 
toutes les équations du quatrième degré , on 
réduit bientôt la difficulté à ne résoudre qu’une 
-équation représentée par -\-qzy-r^o , 

en faisant r=ç — \a. Ensuite pour résoudre 
celte équation, ce qui paroît le plus simple, 
e’est de la regarder comme le produit des 
deux opérations du sepond degré, et faire en 
sorte que la détermination des coefficiens que 
doivent avoir les termes de ces équations du 
second , ne dépendent que d’équations plus 
aisées à résoudre que la proposée. 

Soit pris d’abord zz-{-xz-{-t—o pour l’une 
de ces équations } il est évident que l’autre 

devra 
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devra avoir pour second ternie ~xz, puis- 
que le produit de ces deux équations doit 
donner une équation dénuée du second terme: 
soit donc pris pour cette seconde équation 
zz — xz-\-s—o , en multipliant ces équations 

l’une par l’autre, on aura 

z*-{-szz-\-sxz-\-ts = O 
— x 2 — tx 
-\~t 

qui, étant comparée avec la proposée, donne, 
pour déterminer s, t, x, les trois équations 
s — xx-^rt—p , sx — tx—q , ts — r. 

Pour faire usage de ces trois équations, je 
multiplie la première par x , et je l’ajoute 
ensuite avec la . seconde équation ; j’ai alors 

zsx — x3=px-t- q, d’où je tire s=- ~ - p *J t ' x -- 
que je substitue dans l’équation ts—r , ce qui 


2 rx 


me donne 

Or ces deux valeurs de s et d et étant 
mises dans l’équation sx — tx=q , j’ai enfin. . 

x*+px+q 2rx” 

— —(T, OU 

2 x'+px+q x > 

x 6 -\-2px4-+-ppx 2 — q 2 = O, 

— 4 r 

équation du sixième degré, qui, par la mé- 
thode de l’article XVII, se change en une du 
troisième , d’où la difficulté des équations du 
quatrième degré est réduite à celle du troi- 
sième. Car cette derniere équation (qu’on 
appelle la réduite) étant résolue, on n’aura 
Tome IL N 


T.a résolu, 
lion d'un* 
équation du 

S uatrième 
egrt dé- 
pend d’une 
équation du 
troisième. 


Cette équa* 
tion s'ap- 
pelle la ré; 
duite. 


t 

i 
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qu’à substituer la valeur de x qu’elle donne 
dans les équations zz — xz -\-s=o, zz-\-xz 
-\-t~o , ou plutôt zz — xz-l-'-xx-i-lp-h—^o 

• f' 

et zz -f- xz H — =o, et résoudre ensuite 

ces équations, ou, ce qui revient au même, 
substituer la valeur de x dans les racines. . . . 

*= > ± ^(— \xx— \p— D et 

z— — ~x -\-\/ ( — — de ces deux 

xx+p + 1 / 

équations , et l’on aura les quatre racines 
cherchées de. l’équation z*-b-pz 2 -+-qz-\-r—o y 

• et partant celles de l’équation proposée 

y* -\-ay3 -{-by 2 ~ycy~\~d=o qui l’avoit pro- 
duite. 

XXVI. 

Il paroît d’abord par l’expression de ces 
valeurs, que, dans le quatrième degré, ainsi 
que dansée troisième, on ne sauroit arriver 
à une seule expression pour toutes les racines 
Dansiequa- de l’équation. Cependant si on remarque que 
gré on peui la quantité#, que renferment les deux ex- 
quatrê'iacU pressions précédentes , est nécessairement un 
nés parnne radical quarré , puisqu’elle est venue de la 
«uie. résolution d’une équation où x n’est élevé 
qu’à des puissances paires, on verra, sans 
peine , que chacune des expressions précé- 
dentes peut désigner quatre racines, la pre- 
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miere s’écrivant alors ainsi 

z=±{x±V (—ixx—\p : F J) > 
et la seconde 

*= + 3# ± |/ (~xx — - V 

• xx+pï: *' 

Ces deux équations paroissant d’abord dif- 
férentes, on peut craindre de s’t'tre trompé 
dans le raisonnement précédent ; puisqu’il 
semble mener à une absurdité, qui seroit d’a- 
voir huit racines pour une équation du qua- 
trième degré, mais il est aisé de voir qu’elle 
n’est qu’apparente; car l’identité de ces deux 
expressions se réduit à celle de ; 



et de t/X — ; xx — \p -p- £ ) , c’est-à-dire , de 
— \xx—\p + £, et de ~ 3r - -- 

XX p zp — 

X 

Or, l’identité de ces deux dernieres quantités 
ne sauroit manquer d’avoir lieu aussitôt que 
x a été déterminée par l’équation ( 

æ 6 H-2 px4-\-p z x 2 — y 3 = o 

— 4 r 

puisque cette équation se tire évidemment 
de l’égalité de — ~ x x — î jP -R £ et de 

— 2 r 

• ■ — 1 1 -1 1 ■ . !.♦, 

q ' 

xx + p+. a 

JS T 2 
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XXVII.. 

Des deux expressions précédentes , la pre- 
mière [= x ± — '-xx — '-p + ■—) 

étant la plus aisée à employer , sera celle qu’il 
faudra choisir , et les quatre val^irs géné- 
rales de z, qu’elle exprime à la fois, sont. . 

, l = î x -h /■(— \ *x — \p — ~) 

— /"(— \xx— hp — 

l = — hx—v r (—lxx— 1 -p-+-l- x ) 
XXVIII. 


On arrive 
aux mêmes 
racines d’u- 
ne équation 
du quatriè- 
me degré , 
quelque soit 
celle des ra- 
cines de la 
réduite 
qu’on ait 
prise. 


Comme l’équation d’où l’on tire la valeur 
de x , donne nécessairement trois valeurs de 
x précédées du signe ■+ , et qu’on n’a au- 
cune raison pour préférer l’une de ces va- 
leurs aux autres ; que d’ailleurs on sait qu’une 
équation du quatrième degré ne sauroit avoir 
plus de quatre racines , il vient assez natu- 
rellement dans l’esprit qu’on peut indifférem- 
ment employer celle qu’on voudra de ces 
trois valeurs de x, précédée de + , et en 
tirer cependant toujours la même expression 
pour les quatre valeurs de 

Mais, quoiqu’après avoir un peu réfléchi 
sur la théorie des équations, on ne puisse 
guères douter que cela ne soit ainsi , on doit 
souhaiter de s’en assurer par le detail du 
calcul. 
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Pour y parvenir , ce qui se présente le 
plus naturellement, c’est de trouver les trois 
valeurs de x , précédées de , que donne 
l’équation^ 

x 6 -{-2px^-+-ppx 2 — q 2 — o , 

'* , — 4 ^ 

et les substituer ensuite l’une apres l’autre 

dans l’expression 

1 = ±lx ±V(—\xx — \p + 
afin de reconnoître l’identité des trois diffé- 
rentes expressions qu’on auroit par ces subs- 
titutions, - mais le calcul que cette méthode 
demanderont est si long, qu’on ne sauroit se 
résoudre à le suivre jusqu’au bout. V oici une 
autre maniéré de parvenir au même résultat. 

Je remarque d’abord que quelle- que soit 
la valeur de x que je substitue dans l’expres- 
sion générale 

l = ± ± — \xx—\p + £) 

les quatre valeurs de z, exprimées à la fois 
par cette quantité, pourront être représentées 
par i — k, — i-V-l, — i — lj ou, ce qui 

revient au même , que les quatre facteurs de 
l’équation z k -\-pzz-ï-qz-\-r= o pourront être 
répresentés par z — i — k , z — z-f-Æ, z-k-i — î , 
z-{~i-{-l\ i désignant alors la partie \ x de la 
» valeur de z, et k et l les deux quantités. .... 

\xx~jp — -î_) 

et V ( ~ xx î P + — j • 

N 3 
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multipliant: donc ces quatre facteurs les uns 

par les autres, j’ai l’équation 

^—züz'—î kkz-+- f 4 =o 

• — kk~k~2ill — ukk # 

— Il — iill 
-+- kkll 

qui , étant comparée à s 4 -\-pzz-hgz-\~r=o 

donne les équations 

p = — 2lï — kk — II, Q — — 2lkk-\~2Ül , 
r—i 1 — iikk — ull+kkll , 

par lesquelles l’équation 

•\ . x 6 -\- 2 px^-\-ppx z — q~o 

—4 r 

se dMnge en 

x 6 — 4 Hx* -+-'8 i iic Te x a — 4 ü k* — o 
— — 2 kk -+* 8 i il l “4~ 8 n kk 1 1 

— 2 1 1 -|-Æ 4 

— 2 k k 1 1 — Aiil 4 

■ , - 4 - Z 4 

dont les racines sont 

x ^ ± 2 f; x — ± k ±1 ", x = ± k + Z; 

or , si on substitue présentement celle qu’on 
voudra de ces valeurs de x dans les quatre 
expressions contenues dans 

^ = ± \x ± /■(— \xx— f T ~) 

ou plutôt dans 

ç== ± V [^\xx^ii-\-~kk-\-\lll. ^ 
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on verra qu’il en viendra également les quatre 

valeurs de z, 

3 _ 1 

1 — (— " j z “■ fi , — z -t* f , 1 - — ■ 

XXIX. 

La méthode précédente fournit non-seule- 
ment le moyen de démontrer que les trois 
racines de la réduite 

A ’ 6 -f- 2 px 4 p xx — qq — Q, 

— 4 r 

donnent le même résultat par leur substitu- t e j rac ; Bet 
tion dans l’équation z^-^pz^-bqz-^rr—o'. elle d .' un€ ; cqua- 
met de plus à portée de remarquer une ve- «icme degré 
rite importante sur les équations du quatrième réelles oT* 
degré ‘ c’est que leurs racines sont toujours t p °“'“ cs im o a ‘ 
ou toutes quatre réelles , ou toutes quatre deux rée’iie* 
îmaginaires, ou bien que des quatre racines, glaires, 
deux sont réelles, et les deux autres imagi- 
naires. Car il n’est pas possible de faire d’au- 
tres suppositions pour les quatre racines de 
l’équation donnée, aussitôt qu’on est assuré 
comme on vient de l’être, que ces quatre 
racines sont toutes exprimées à la fois par la 

formule ± \x ± /”( — ; xx — '-p + “)• 

1 XXX. 

En jettant les yeux sur cette valeur des 
racines des équations du quatrième degré, on 
croirait volontiers, à cause que x est un ra- 
dical quarré, que, lorsque quelques-unes de 
ces racines sont imaginaires, elles pourraient 

» 4 
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être des quantités imaginaires d’une autre 
nature que celles qu’on rencontre dans le 
second degré; c’eSt-à-dire, qu’au lieu d’être 
simplement la somme d’une quantité réelle, 
et de la racine d’une quantité réelle , mais 
négative , telle, par exemple, qu’est a-\~\T — b , 
elles pourroient être des quantités composées 
de racines imaginaires simples , et de la racine 
d’autres q antités en partie réelles et en par- 
ûtes racines fie imaginaires, comme seroit 

imaginaires p • 7 . , . „ . , , 

au quatriè- y' ( — b)-hy { — b)) ; mais il est aisé de 

sont demê- s’assurer que toutes les racines imaginaires 
queeeUesdu q uatl 'i emc degré peuvent se réduire , ainsi 
second. que celles du second , à la somme de quan- 
tités réelles et de la racine des quantités 
réelles négatives. Car ayant vu dans les arti- 
' clés précédens , que, lorsqu’on veut trouver 
la valeur de z, on peut choisir à volonté 
entre les valeurs de xx que donne la réduite, 
et remarquant d’ailleurs, par la théorie des 
équations, que cette réduite, qui a toujours 
pour dernier terme ou produit des racines, 
une quantité qq négative , doit par consé- 
quent avoir nécessairement une valeur de xx 
positive, on verra que x pourra toujours être 
une quantité réelle, etque, dans ce cas, lorsque * 

tS(—ixx — ip ± JL) 

sera imaginaire, ce ne sera autre chose que 
la racine d’une quantité réelle et négative. 


% 
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Une autre remarque que peut fournir en- 
core l’article XXVIII, c’est que toutes les 
fois que des quatreVacines deux seront imagi- 
naires et deux réelles , la réduite 

x 6 2px 4 p px 2 — qq — o 

— 4 r 

sera du nombre des équations exactement 
résolues par la formule de l’article VI, c’est- 
à-dire , qu'on arrivera alors à la solution com- 
plette de l’équation 

z* -+- p z 2 -47 qz -+- r = o 

Au contraire, lorsque les quatre racines seront 
ou toutes réelles, ou toutes imaginaires, l’é- 
quation réduite ne pourra pas se résoudre 
par la formule de l’article VI, et par consé- 
quent l’on ne parviendra pas en ce cas à la 
solution de l’équation 

% 4 -\-pz 2 -hçjs+ r = o 

Ces deux vérités se tirent de ce que la 
réduite 

x 6 — 4 i i x 4 -J- 8 i i k k Sc 2 — 4 iik* — o 
— - 2 II -i-Qiill -\-8likkll 

— 2kk -4- A 4 — 4 ü/4 

~2kkll ■ 

-h / 4 

est le produit des trois racines xx — 4w , .... 
os x— kk — , xx—kk+M — U J or, si 


Lorsque des 
quatre raci- 
nes deux 
sont réelles 
et deux ima- 
ginaires , on 
résout exac- 
tement l’é- 
quation. 


C’est !e con- 
traire , lors- 
que les <jua- 
tte racines 
sont toutes 
réelles ou 
toutes . ima- 
ginaires. 
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une des deux quantités k ou l seulement est 
imaginaire, les deux racines xx — kk — 2H — U, 
xx — kk-\~2kl — Il sont imaginaires, et, par 
conséquent, la réduite est alors résoluble par 
la formule de l’article VI. 

Si, au contraire, ^ et l sont toutes deux 1 
. V, réelles, ou toutes deux imaginaires, les trois 

racines xx — 4//, xx—kk — 2 A / — II, 

xx — kk+-2kl — U de la réduite , seront toutes 
trois réelles, et par conséquent la formule de 
l’article VI ne pourra pas les donner ; ainsi , 
dans le quatrième degré , comme dans le 
troisième, les formules de la résolution ne 
sauroient s’appliquer qu’aux équations qui ont 
deux racines imaginaires. 

,V xxxii. 

Manière Lorsqu’on aura une équation du quatrième 

casdequatre degré a résoudre, et qu on aura tormé par 

racinfsréel* . , . . 

les de celui son moyen la réduite 

des quatre 

imaginaires. -\-pp X * q q — 0 f 

- —4r 

si on trouve qu’elle échappe à la formule de 
l’article VI , et qu’on se propose de savoir si 
alors les quatre racines sont réelles, ou si elles- 
sont toutes quatre imaginaires, on y parvien- 
dra aisément, en' partant des deux réflexions 
suivantes, qui se présentent assez naturelle- 
ment , lorsqu’on examine la réduite de l’arti- 
cle XXVIII. . 
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• ï.° Dans le cas où les quatre racines sont 

réelles , la réduite 

— ^UxA + 8 iik kx 2 — 4 ZZA 4 = oou 

— 2 AA 4 - 8 li II " 4 “ 8 nkkl l 

— 2,11 4 - A 4 — 4 1 il* 

— 2 kkll 

4 - Z 4 . • 

X 6 2 (M 4 “AA 4 ~ZZ).r 4 -l- 8 i 7 (AA 4 ~ZZ) 4 “(AA ll)x 2 des quatre 

— 4 nX(AA — U) =0 i„. 

a nécessairement un second terme négatif et 

un troisième terme positif , puisque 

— 2(2 « 4 -AA-t-ZZ) ne sauroit être ni zéro , ni 
positif, tant que i, & , Z, sont des quantités 
réelles, et que 

8 1 1 ( k k —H Z Z) 4- (A A — ZZJ 
ne sauroit non plus être ni zéro ni négatif 
dans les mêmes conditions. , 

2. 0 Si, au contraire, les quatre racines sont 
imaginaires; ou, ce qui revient au même, si 
AA et II sont négatifs , la réduite, qui doit 
alors s’écrire ainsi 

t 

x 6 — 4 ifx* ■ — 8 ù'k A x 2 — 4// A* = o a 
-4-2AA — 8 iill -t- 8 zV A A Z Z 

— t— 2 II — t- A 4 —4 ni* 

— 2 kkll 
-t-Z* 


ou, ce qui revient au même, 

x 6 4- 2 (A A 4 - ZZ — 2 ii)x* 

4 ~ {{kk + ll) X (A A4-ZZ — 8 11) — 4 kk ll\x 2 
■ — 4 zz (A A — ZZ/ 


Conditions 
des quatre 
racines ima- 
ginaires, 


/ 


) 

J 
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ne sauroit jamais avoir à la fois et le second . 
terme négatif et le troisième positif ; car, si 
kk -h U est plus petit que 2 ii, ce qui rendroit 
le second terme négatif, le troisième .terme, 
dont le coefficient est (AA4-//)><(AA-f-/Z — 8 ii) 
— 4 AA//', sera nécessairement négatif. 


XXXIII. 


Toute équa- 
tion du qua- 
trième degré 
sans second 
terme, et qui 
a le troisiè- 
me positif, a 
«les racines 


L’inspection de l’équation 

s* — 2 Hz - 2 — 2 ikkz — etc. 
■ k k — I - 21 II 

— Il 


imaginaires, donnée dans le même article XXVIII, four- 
nit une remarque par laquelle on peut recon- 
noître, en quelques rencontres, si une équa- 
tion, qui doit avoir ses quatre racines, ou 
toutes réelles, ou toutes imaginaires, est 
dans le premier de ces deux cas ou dans le se- 
cond. C’est que toute équation du quatrième 
degré, dont le second terme est évanoui, et 
dont le troisième est positif, doit avoir né- 
cessairement des racines imaginaires, puisque 
le troisième terme de toutes ces équations 
représenté par — (2 ü-\-kkr+-ll) zz , ne sauroit 
jamais être positif, tant que ii, kk , Il , se- 
ront positifs; c’est-à-dire, tant que les racines 
seront x-éelles. Or , dès qu’on saura qu’une • 
équation du quatrième degré a des racines 
imaginaires, et qu’on aura reconnu d’ailleurs 
qu’elle doit avoir ses quatre racines ou toutes 
réelles ou toutes imaginaires , on ne sera 
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plus embarrassé à sayoir lequel de ces deux 
cas a lieu. 

XXXIV. 

Lorsqu’on aura reconnu que les quatre ra- 
cines d’une équation du quatrième degré sont 
réelles, avant d’entreprendre de résoudre par 
approximation sa réduite pour avoir la va- 
leur de x à substituer dans celle de £ , il sera 
à propos d’examiner par les méthodes de la 
troisième partit j si quelques-unes de ces ra- 
cines ne seroient pas commensurables. S’il n’y 
en avoit qu’une , on n’en seroit gueres plus 
avancé pour avoir les trois autres, puisqu’a- 
loi's il resteroit à résoudre une équation du 
troisième degré, dont les trois racines seroient 
réelles. Mais , si l’équation du quatrième degré 
avoit deux racines comipensurables , elle n’of- 
friroit plus aucune difficulté , aussitôt que 
ces deux racines seroient trouvées, parce 
qu’alors il ne resteroit plus qu’une équation 
du second degré à résoudre. 

xx XV. 

Lorsqu’une équation du quatrième degré a 
deux raciigk commensurables, on peut les re- 
connoître plus aisément par sa réduite , que 
par elle - même ; car il est clair alors que , 
dans les quatre valeurs de z,, représentées 
généralement par z'H-A, i — k, — — i — /, 
i ne pourra jamais être qu’une quantité com- 
mensurable, et partant dans la racine xx — 4 ii 


Avantage 
qu’on trou- 
ve à cher- 
cher les di- 
viseurs com- 
mensurables 
dans la ré- 
duite plutôt 
que dans la 
proposée. 


O 
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de la réduite, 4 ii représentera une quantité 
quarrée et commensurable : or, par cette ré- 
flexion, on peut diminuer beaucoup les ten- 
tatives nécessaires dans la méthode de la troi- 
sième partie, articles XII et XIII, puisqu’il 
ne faudra chercher dans les diviseurs du der- 
nier terme qu’une quantité quarrée et prise 
avec le signe — . 

Il en seroit de meme si l’équation 

devoit se décomposer en deux équations du 
second degré , dont les coefficiens fussent 
commensurables , au lieu d’employer alors la 
méthode de la troisième partie, article XIX, 
il faudra employer celle des articles XII et 
XIII pour chercher les diviseurs de la réduite, 
et ne choisir parmi les diviseurs du dernier 
terme que les quantités quarrées et affectées 
du signe — . 

XXXV I, 

Lorsqu’une équation où x est au quatrième 
degré , a deux racines commensurables , ou 
qu’elle est simplement composée de deux di- 
viseurs du second degré, on peuj^ire qu’elle 
n’est pas véritablement du quatiWme degré, 
et il est bien simple alors qu’elle se résolve 
par la méthode du second degré 5 mais il y a des 
équations nécessairement du quatrième degré, 
qui se réduisent cependant à la méthode du 
second degré. Telles sont les équations traitées 
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dans la quatrième partie, article XX, et les 
équations semblables à 

z‘ + 2flû2z — 8 a ad z -h ci* =0 

— t^ahzz — 4 b 

qui est ie produit des deux équations 

z z — 2 z\/~ ab-\-aa — « a \/~ ab = o 
et z z ~\z 2 z>/~ ab cui-\- 2a\Tcib = o 
et qui a pour ses quatre racines 

+ a b ± \/ r ( ab — a 2, + 2 ay/~ ab ) , 
dans lesquels il n’entre point d’autres radi- 
caux que ceux du second degré. 

On peut distinguer aisément toutes les 
équations qui sont dans ce cas - , car, puisque 
dans ces équations la partie + \ x de l’ex- 
pression 

±~x x — jp + -J) 

de la valeur de z ; op , ce qui revient au 
meme, la partie i commune aux quatre ra- 
cines i-f- k, i—k , — î’-hZ, — i — l, doit 

être un simple radical du second degré , à 
çause que x ne monte qu’à des degrés pairs 
dans la réduite; il faut nécessairement que, 
dans toutes les équations de cette nature, la 
réduite soit divisible par xx± une quantité 
commensurablc : or , les diviseurs de cette 
espece sont aisés à trouver par la méthode 
des articles XII et XIII de la troisième partie. 

XXXVII. 

Lorsqu’on aura reconnu que les quatre ra- 


j 


Manière de 
connoître 
les «qua- 
tre ns duqua- 
trième de- 
grc, dent les 
racines 
n’onr point 
d’autres ra- 
dicaux que 
ceux du se- 
cond degré. 
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cequ itfaiit cinés d’une éqûation du quatrième degré sont 
avoir les va- toutes reelles, et que cette équation n’a aucun 
«héeVdes 0 * diviseur commensurable ni affecté de radi- 

?o«* e ïôrs C3UX second degré } cherchera une des 
qu’elles sont racines de sa réduite par la méthode d’ap- 
réeiies. proximation , enseignée article XXI /et après 
l’avoir substitué^ à la place de x dans la for- 
mule générale 

2 = ± t * ± ^(— \xx — \p + £) , 

on aura les valeurs approchées des quatre 
racines cherchées. 

XXXVIII. 

tion A deS ^ ans la . vue d’appliquer les réglés précé- 
dât” pré ~ d entes ? soit pris pour exemple l’équation 
untxemple. Z* •+• 3 Z 2 -}- 2 Z 3=0 

En comparant cette équation à l’équation 
générale z*-+-pz*-\-qz-+-r=o , on aura 

p—3, q= 2 , r= — 3. 

Et ces valeurs étant substituées dans la ré- 
duite générale 

x 6 -h zppx 4 -¥-ppx x — qq~ o 

— 4 r 

la changent en 

x 6 6 x* 21 x 2, — 4 = o 

Pour résoudre cette équation, soit d’abord 
fait x 3 = u — 2 , afin de faire évanouir le se- 
cond terme , et la réduite se changera en . . . 
u 3 -\-gu — 3o=o; laquelle, suivant l’article 

XIV, 
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XIV, est de celles qui n’ont qu’une racine 
de réelle, et est, par conséquent, dans le 
cas d’être résolue par la formule générale de 
l’article VI; d’où l’on voit que l’équation pro- 
posée aura deux racines réelles et deux ima- 
ginaires , et qu’on parviendra , par consé- 
quent, à les exprimer toutes les quatre par 
les formules précédentes. 

On auroit pu reconnoître (article XXXIII) 
que cette équation devoit avoir des racines 
imaginaires , par cela seul, que son troisième 
terme 2 z avoit un coefficient positif. 

Résolvant maintenant l’équation ; 

w 3_f_9^ — 3o=o , 

par la formule de l’article VI, on a pour sa 
racine réelle 

A - ' 

u=\Z~( 15-4-6^ 7)-hv r (i5 — 6 K 7 ) 
donc ' + u — 2 ) , ou . 

5-4-6/" 7)+V^(ï5 — 6\/ 7)— 2 J* 

Si on substitue ensuite cette valeur de x 
dans la valeur générale 

*= ± \T(—\xx — f + --L) 

qui est dans le cas présent 

x = + \ x + v ^( — \ xx — f | i.) 

SS ' 

on aura pour les deux racines réelles de l’é- 
quation proposée 

Tome IL Q 


Digilized by Google 



210 


Autre 

exemple. 


Élémens 
Z = — ~v ||^(i5-f-6K7)H-v^(i5— 6 ^ 7 )— 2\ 
±V\ - ; v r (i- 5 -l- 5 /’ 7) - i /■(! 5-61^ 7 >-i 

1 î _ l 

v't v' ( i 5+6 1/7 )•+• v'C 15 — 6\/7 ) — a )) 

et pour les deux imaginaires 

*=■+• W~\ t x (i54-6/' 7 )-+-K(i5 — 6/7) — 2Î 


v'Cv' Ci5+6 v '7)H-V'(i5— 6^7)-») 

XXXIX. 


Soit présentement l’équation 

z 4 — ■ 6 2 3 4- 8 2 — 1 = 0 
en la comparant à l’équation générale, on en 
tirera p — — 6, q= 8, r= — 1, et partant, la 
réduite sera — izx^+^ox 3, — 64=0. Si on 

suppose x z =u-\- 4, afin que le second terme 
disparoisse, on aura u 3 — 8 u — 32 =o, qui, 
étant comparée à la formule générale de l’ar- 
ticle VI, donnera une seule valeur réelle, 

laquelle sera V"( i^'H- 3^) -b.ÿ~(i6— gjj), 

!.. .. * v4 *V 5 4* to )+2 v' (6 v^3— ■ to ) 

™ . . x/3 

qui , en se servant de la méthode de la qua- 
trième partie, article XXXV, se réduit à 

_ 2(i+n / 5 )-»(!-%/ 3 ) _ , 

Vo 4 

Substituant présentemçtit; .cette valeur de u 
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dans on aura x—V'8, par la- 

quelle on changera l’équation générale 

z = ±\x ± \r{~\xx—^ 4 £) 

en zrr+l/î + ^iï^î), qui donne pour 
les deux racines réelles de l’équation propo- 
sée — 1/ 2+t/(i-i-y/ r 2), et pour les deux ima- 
ginaires + ^2±y^(i — 2 )- Ainsi l’équation 
proposée z 4 — 6z 3 -j~8z — 1=0, est de celles 
qui peuvent se décomposer en deux équa- 
tions du second degré, dont les coefficiens 
sont incommensurables;, car chacune des dou- 
bles racines précédentes sont les racines des 
équations 

z z -h 2 z 2-h 1 — y r 2=0 
et z z — 2+1 + /" 2 = 0 

On auroit pu, sans appliquer la formule de 
l’article VI, et, par conséquent, sans avoir 
besoin de la méthode de la quatrième partie, 
article XXXV, résoudre l’équation 

x 6 — i2x 4 + 40x z — 64 =0, 
en employant la méthode de la troisième par- 
tie, articles XII et XIII; car on auroit trouvé, 
par cette méthode , que cette équation avoit 
pour diviseur xx — 8=0. 

X !.. 

t ' 

Soit l’équation 

y 4 -+- i 6 jy 3 99 j- 3 -f- 228 y -f- 144 = a. 

En substituant dans cette équations — 4pou r 
t O 2 


Troisième 

exemple. 
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y , afin de faire évanouir le second terme, on 
la changera en z 4 -j-3z 2 — 62^+48=0, qui, 

étant comparée à l’équation générale 

z i ~hpz 2 -hqz-hr = o 
donnera p = 3, q= — 52, r=48, et partant la 
réduite x 6 ~h6x 4 — i83a; 2 — 2704=0, de la- 
quelle faisant évanouir le second terme par la 
substitution de u — 2 à la place de x 2 , on ti- 
rera u 3 — 19 5u — 2322=0, qui est résoluble 
par la formule de l’article VI, et fait voir, 
par conséquent, que l’équation proposée est 
de celles qu’on peut résoudre exactement, 
c’est - à - dire , de celles qui ont deux racines 
réelles et deux imaginaires. Pour les trouver, 
soit donc employée la formule de l’article VI, 
à résoudre l’équation 

— 195 u — 2322 = o , 

on aura, pour la seule valeur réelle qu’elle 
donne 

3 3 

i/= 1/(1161+ 1/(1073296)) — v/( — n6i + 1/(1073296)) 

qui se réduit à 

^(11614-1036) — \T ( — 1161 -4- io36), 

33 

ou à 1/(2197)4-1/(125), ou enfin à ^subs- 
tituant présentement cette valeur de u dans 
x— V (u — 2), on a x=\T( < i6 )^=^ , qu’il ne 
s’agit plus que de substituer dans la valeur 
générale de 

z * = ±-vT(— -i**— f ? i> 
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on aura, par cette substitution, pour les deux 
racines réelles de l’équation 

— 52 -® -1-48 = o ; a = 2 ± yf (— 4 — f -h 1 #), 

ou ^=2+1 > c’est-à-dire, ou 3 , ou 1, et pour 

les deux racines imaginaires 

a= — a+|/( — 4 — | — —)j ou 2= — 2 + — 12. 

Substituant ensuite ces quatre valeurs dans 
y—z — 4 , on aura pour les quatre racines de 
l’équation proposée 

y* i6y3 +ggy z _f_ 228 y -h 144 ~ o; 
y =— i;y= — 3 ; r = — 6 ± \T(— 12). 

On auroit pu trouver ces racines, tant par la 
méthode de la troisième partie, articles XII 
et XIII, que par celle de l’article XXIV de 
la même partie , en les cherchant dans l’équation 

y*-\- i6j- 3 -t-99jy a -t~ 228 ^-4- 144 = 0. 

Car, par la première de ces méthodes, on 
auroit trouvé les diviseurs simples yHhi , y- 4 - 3 , 
et pour quotient yy-+- 1 274-48 ; et la seconde 
auroit donné les deux diviseurs du second - 
degré 

jj_ 4 _ 4r q_ 3 7 etjj-t- 12 J-H48. 

On auroit encore pu trouver ce's racines bien 
facilement, en cherchant les diviseurs de la 
réduite, par le moyen de la méthode des ar- 
ticles XII et XIII de la troisième partie , et en 
ajoutant à cette méthode l’attention de ne 
choisir parmi les diviseurs du nombre 2704, 

O 3 
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que des nombres quarrés, et de ne les em- 
ployer qu’avec le signe — . On auroit trouvé 
alors que la réduite a pour diviseur de cette 
espece xx — 16=0, qui donne x=^. 

X L I. 

Soit l’équation z 4 -i-iiz 2 — 23-1-56=0. En 
la comparant à z^~hpz 2 -\- qz-\-r=o , il vient 
p = 1 1 , q— — 2, r— 56; d’où la réduite est 

x 6 -{-22x 4 — io3x 2 — 4=0, qui devient 

7 / 3 — z±i u +±lïi± =0 ? après avoir fait éva- 
nouir le second terme. Cette équation étant 
celles qui échappent à la formule de l’article 
VI, l’équation proposée doit être, ou de celles 
qui ont leurs quatre racines réelles, ou de 
celles qui les ont toutes quatre imaginaires; 
mais à cause du terme positif 11 z 2 , il faut 
(article XXXIII) qu’il y ait des racines ima- 
ginaires : donc toutes les quatre racines le 
sont. On parvient ensuite à réduire ces quatre 
racines imaginaires à de simples racines ima- 
ginaires du second degré, en cherchant par 
la méthode des articles XII et XIII de la 
troisième partie, les diviseurs de la réduite. 
Car, trouvant xx — 4 pour diviseur de cette 
réduite, il s’ensuit que les quatre racines de 
l’équation proposée sont 
2= -h I ± [/ (— 6) , et s = — 1 ± l/(— 7) 

Cinquième X L I I. • • 

Soit maintenant l’équatioh. 

— 5z 2 -f-43 -4- 29=0, qui donne, par sa 


exemple. 
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comparaison avec 

z*+^2 2 + $2 + r = o 
p = — - 5 , q= 4 , r = 29, 
et par conséquent la réduite 

x 6 — 10 x* — 91 x 2 — 16 = 0 
laquelle, en faisant x 2 =u-h ^ > se changera 
en u 3 — u — — / 7 — =0. Or, comme cette 
équation est de celles que la formule de l’ar- 
ticle VI ne sauroit résoudre, c’est-à-dire) de 
celles qui ont leurs trois racines réelles, il 
s’ensuit ^ue les racines cherchées de l’équa- 
tion z 4 — 5z 2 -t~4s-t-29=o , sont, ou toutes 
quatre réelles , ou toutes imaginaires. Et si on 
se rappelle qu’on a vu, article XXXII, que, 
lorsque les racines sont toutes réelles, la ré- 
duite a le second teçme négatif, le troisième 
positif, etc. on en conclura que la proposée 
est dans le cas d’avoir toutes ses racines ima- 
ginaires, à cause que le troisième terme . . . 
— gix 2 de sa réduite est négatif. 

Mais, par aucune méthode connue, on 
ne sauroit parvenir, ainsi que dans l’exemple 
précédent , à donner à ces quatre racines ima- 
ginaires la forme ordinaire des racines imagi- 
naires du second degré (1), parce que la ré- 
duite n’ayant aucun diviseur commensurable, 
la proposée ne sauroit avoir ni des diviseurs 
commensurables ni des diviseurs affectés de 
simples radicaux du second degré. 

( 1 ) En quantités qu'on puisse obt*nir rigoureusement. 
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X L I I I. 

Soit l’équation ;z 4 — 32z z — 1 6 z — 2 = o , 
sîxiemè qui donne p = — 3 2, q — — 16, r = — 2, et 
exemp e. conséquent la réduite. 

64a; 4 4- Io 32Æ 2 256 = 0 

Cette réduite ayant, comme on peut aisé- 
ment s’en assurer, ses trois racines réelles, 
fait voir que la proposée doit avoir toutes 
ses racines réelles ou toutes imaginaires ; on 
s’assurera facilement par l’art. XXXII que c’est 
le premier de ces deux cas qui a lieu. Qu’on 
cherche maintenant , par la méthode des art. 
XII et XIII de la troisième partie, les divi- 
seurs de cette réduite, et l’on trouvera xx — 32 
qui , au moyen de l’expression générale .... 

* = ± h* ± /“(— î xx— \V ± i-) 
donne pour les quatre racines cherchées 

2 2),2|/ 2 1/(8-+- ^ 2) y 

— 2y^" — 24- V ( 8 -\f 2), — 2V — 2 — p ^(8 -I/2). 

XL IV. 

Soit présentement l’équation 

s 4 — 18 z 2 -}- z 4- 70 = o , 

exemple!* qui donne la réduite x 6 — 36 x^-h 44 x 2 — 1 =0, 
ou — 388« — 2929=0 , en faisant évanouir 

le second terme par la supposition de 
X i —U- > rl2. 

Or , comme cette équation a ses trois raci- 
nes réelles, et que le second terme 36a: 4 
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est négatif, tandis que le troisième 44-z* est 
positif, il s’ensuit, par l’article XXXII, que 
la proposée a ses quatre racines réelles. De 
plus la réduite n’ayant aucun diviseur com- 
mensurable, ainsi qu’on peut s’en assurer par 
la méthode des articles XII et XIII de la troi- 
sième partie , il faut se contenter de trouver 
par approximation les raciiles cherchées. 

Pour cela, on commencera par employer 
la méthode de l’article XXI , à la résolu- 
tion de l’équation m 3 — 388m — .2929=0, et 
ayant trouvé 22, 74 pour la valeur de u, on 
la substituera dans l’équation x=-V {u-^r 12), 
ce qui donnera 5,894 pour x ; et en substi- 
tuant cette valeur de x dans 

*= ±ï^±/'(— Ixx—jp + -£-) 
on aura pour les quatre racines cherchées . . 
4-3,426, -+- 2,468, — 2,3 i5, — 3,579 

qui seront fort proches des vraies : on en au- 
roit eu de plus exactes, si on avoit poussé 
plus loin la méthode de l’article XXI pour 
résoudre l’équation m 3 — 388m — 2929=0. 

X L V. 

Après avoir vu dans les résolutions des 
équations , tant du second que du troi- 
sième et du quatrième degré , comment, à 
l’aide des signes radicaux, on parvient à ex- 
primer la valeur de l’inconnue dans ces équa- 
tions, il peut venir dans l’esprit de chercher 
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pur quelle opération on retrouveroit le s 

équations qui auraient amené une expression 

radicale proposée. On peut se proposer, par 

exemple , de savoir qu’elle est l’équation dont 
3 1 3 

la racine seroit x—ÿ~(ab3)~+-V (a b)-\-V {a 2 c ) , 
celle dans laquelle x seroit 

— /"O 3 — etc. 

Pour résoudre tous les problèmes de ce 
genre, ou, ce qui revient au même, pour 
faire évanouir les radicaux d’une équation 
quelconque, on s’y prendra de la maniéré 
suivante , qui étoit bien aisée à imaginer , 
.après ce qui a été enseigné dans la deuxieme 
partie, article XXXV. 

Maniéré de On mettra à la place de chaque radical une 
nôuir le* «I i n C° nnue , et l’on aura, par ce moyen 
dicaux d’une i.° Au lieu de l’équation donnée, une noir- 
quelconque, velle équation qui ne contiendra plus de radi- 
caux; 2°. autant d’équations à deux termes qu’il 
y avoit de radicaux dans l’équation proposée. 
Or , chacune de ces équations à deux termes 
sera délivrée tout de suite de ses radicaux , en 
élevant ses deux membres à la puissance in- 
diquée par l’exposant du signe radical que 
l’un de ses deux termes contiendra : donc il 
n’y aura plus qu’à chasser de toutes ces équa- 
tions délivrées de radicaux les inconnues in- 
troduites , opération que l’on a enseignée à 
Exemple, l’article XXXV de la seconde partie. 

Pour éclaircir ce qu’on vient de dire par 
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un exemple , soit proposé défaire évanouir les 

1 . 3 3 
radicaux de l’équation x — V (a b 2 ) V {a d 2 ). 

3 

Ayant fait V ( a b 2 ) =jyet V ( a a 2 ) = z, on aura 
les trois équations 

x =j H- z , y 3 = a b 2 , z 3 — ad 2 ; 
tirant de la première y = x — z , et lu substi- 
tuant dans la seconde, il viendra 

x 3 — 3x 2 z -+- 3xz 2 — z 3 ~ ah 2 , 
de laquelle , avec le secours de l’équation 
. z 3 = ad 2 , il ne s'agit plus que de chasser z. 

Pour cela , je commence par mettre dans la 
première de ces deux équations 

x 3 — sx 2 z-}-3 xz 2 — z 3 — ah 2 , 
à la place de z 3 ,ad 2 que donne la seconde, et elle 
devient x — 3.c 2 z-j- 3xz 2 — ad 2 =ab 2 , de 

laquelle je tire z 2 — — 3 - XK : mul- 

tipliant ensuite les deux membres de cette 
équation par z f et mettant à la place de z 3 
sa valeur ad 2 , j’ai une nouvelle équation 
a d* = , qu i donne 

•j a tP x — a d' ^ — a b’ ç + ** ^ 

Z Z — .5 * 

J’égale alors ces deux valeurs de z z , et j’en 
tire une équation où z n’est plus qu’au pre- 
mier degré , je la résous , et j’ai 

z — V. 1 ^ ~ — f— > qui étant substitué dans 

l’une des précédentes , par exemple , dans 
x 3 — 3 x 2 z 3 x z 2 — ad 2 — ab 2 , donne enfin 
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l’équation x 9 — 3 ad 2 x^ — 3ab 2 x 6 H- 3 a 2 Mx^ 
-\-3a 2 d*x3 — 2ia z d z b 2 x3 = a^b 6 -\-3a^b^d 2 
-+-3a 3 d 4 b 2 -j-a^d* , qui ne contient d’autre 
inconnue que celle qui étoit dans la propo- 
sée , et qui est délivrée de toute quantité radi- 
cale. On se tireroit de la même maniéré de 
quelque équation qu’on eût 

Quelquefois les équations proposées sont si 
aisées à délivrer des radicaux , qu’il est inutile 
d’avoir recours à la méthode précédente , et 
qu’il suffit de transposer les termes et d’élever 
les deux membres à la puissance indiquée 
par le radical qui est seul alors dans un des 
membres. Par exemple, si on avoit l’équation 

3 

x =jy+ V (a’ H h I / a 5 x) , en passant y dans 
le premier membre , et élevant l’un et l’autre 
à la troisième puissance , on aura une équa- 
tion qui ne contiendra plus d’autre radical que 
{/~(a 5 x). Mettant alors ce terme seul d’un côté 
et élevant les deux membres au quarré , on 
aura une équation qui ne contiendra plus de 
radicaux. Il en seroit de même dans beaucoup 
de rencontres. 


Fin de la seconde Partie. 
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Règles des signes dans la soustraction et dans 
la multiplication» 

Il existe plusieurs démonstrations de la réglé des signes , 
parmi lesquelles on distingue les suivantes, dues au citoyen 
Laptace. 

Si de la quantité a -f- b on avoit à retrancher h , il est 
évident qu’on auroit a pour résultat : de même si de 
+ a = + a -J- £ — b , on propose de retrancher -j- b , il 
vient pour reste 

+ a — b 

et si de + a = + a b — b on ôte — b , le reste sera 

+ a -f- b 

ce qui démontre la réglé connue. 


Si l’on a a — b 

à multiplier par 


le produit doit être. . . ab — ab 

parce que le multiplicande étant zéro, le produit doit être 
zéro , or le premier terme étant -j- ab , le second doit être 
— ab, pour satisfaire à cette condition} donc 

( i*. ) .... — iiX+* = — °b- 


Si l’on a a 

h multiplier par b — b 


on trouvera , en faisant le même raisonnement , ab — ab 
pour produit } donc 

( 2°. ) . . . . a X — b z= — ab 

Tome JI. • * ‘ P 
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Enfin si l’on multiplie — a 
par b — b 

le premier terme du produit étant , d’après ce qu’on vient 
de démontrer , — ab , le second sera nécessairement -f- ab ; 
en eilèt 

— ab -4- ab — o 
donc (3°. ) — tiX — br=z-\-'ib. 


Démonstration du procédé pour faire la division 
algébrique. 

Les Auteurs élémentaires donnent , sans démonstration , 
la règle suivante : 

On ordonnera le dividende et le dii’iseur par rapport au plus 
haut exposant d’une même lettre , prise à volonté , c’est-à-dire , 
qu’on écrira pour premier terme tant au dividende qu’au divi- 
seur , celui qui renferme le plus haut exposant de cette lettre , 
et à la suite tous les autres termes sous-ordonnés par rapport 
aux expo sans successifs de la même lettre ; puis divisant te 
, premier terme du dividende par le premier du diviseur , on 
obtiendra un terme du quotienl : ce terme trouvé , on le mul- 
tipliera par tous ceux du diviseur „ et on retranchera le pro- 
duit du dividende. Cette première opération faite , on divisera 
celui des termes du dividende-reste , qui a le plus haut ex- 
posant y par le premier terme du diviseur , et on obtiendra 
un second terme du quotient ; puis on procédera comme après 
la détermination du premier terme du quotient , et ainsi de 
suite. 

Nous allons exposer la démonstration de cette réglé. 


Soit a*b -J- aï b' -f- aïb 3 + aL4 

à multiplier par. a 3 m -J- a*/» 1 -f- am 1 

on aura ( aï m+a'&m. +«*£*« « (•) 

pour / (») 

produit / -+-a 5 i#7t* i 


On remarquera i°. que dans ce produit il se trouvera un 
terme qui renferme la plus haute puissauce de la lettre a\ 
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2°. X)ue ce ferme résulte du terme analogue du multipli- 
cande par le terme (*) analogue du multiplicateur. 

On tire de-là cette conclusion : Si après avoir écrit pour 
premier terme , tant au dividende qu’au diviseur, celui qui 
rer.tërme le plus haut exposaftt de la même lettre a , dans 
l’exemple proposé, on divise l’un par l’autre , le résultat 
sera le terme du quotient qui renferme aussi la plus haute 
puissance de la même lettre. 

Ainsi, dans cette exemple, le produit étant considéré 
comme un dividende, et le multiplicande comme un divi- 
seur, on divisera a 1 bm par a* b, ce qui donnera a 3 m pre- 
mier terme du quotient. 

Si dans un dividende quelconque proposé , on distinguoit, 
comme ici, tous les produits partiels numérotés (i), (a) , 
( 3 ), il y auroit plusieurs manières d’obtenir le premier terme 


, du quotient 

1°. en divisant a’im par a*b , ce qui donnerait a'/n 
2°. ..... a 6 b 1 rrt . . a 3 b' , . .... . . . a 3 m 

3 ° a 5 b 3 m . . a' b 3 , a 3 m _ 

q°. ..... a*b*m . • ab 4 ........ a 3 m. 

ou enfin, comme le produit partiel numéroté (i) est, en 


ne faisant qu’indiquer , 

( a? b -f- a*b % -f- a' b 3 •+• ab* ) a l m 

• 

on obtiendra encore le même premier terme du quotient 
en divisant 

( a “b + a 3 b* -f- a* b 3 + ab* ) a'm 
par a* b -f- a 3 b l -j- a* b 3 -J- ab*. 

car a*b -\-a 3 b r -\-a*b 3 4- ab* étant un facteur commun 
au dividende et au diviseur, on l’ellaceroit, et il vien- 
drait , 

a 3 /» * 

= a s m 

i 

quotient trouvé plus haut. 

Il est donc démontré que pour obtenir le premier terme 


(q J'entends par termes analogues du multiplicande et du multiplicateur 
ceux qui reuleruuut ta plus haute puissance de la même lettre a. 

P 2 

.» 


Digitized by Google 



' 


224 ' Notes 

<1 n auolient, il suffit de diviser l’un par l’autre les termes 
du dividende et du diviseur qui renferment la plus haute 
puissance d’une même lettre. 

D’où l’on peut conclure encore que la division de ces 
deux termes équivaut à celte par le diviseur entier de la 

{ >artie du dividende qui résulte du produit du diviseur par 
e premier terme du quotient, ou, pour notre exemple, 
de la ligne n°. ( i ) par le multiplicande pris pour divi- 
seur. 

Donc à cette dernière division qu’on devrait réellement 
faire, mais qui n’est pas possible , ou peut substituer la pre- 
mière qui l’est toujours , et qui , de plus donne le même 
résultat. 

Ceci fait , on multipliera tout le diviseur par ce premier 
ternie du quotient, et le produit représentera la partie du 
dividende , qui a réellement été divisée par le diviseur, 
d’après ce que nous venons de remarquer; on soustraira 
ensuite ce produit du dividende , ce qui détruira la ligne 
n". (i), dans notre exemple , ou son analogue dans un autre. 
Passons à la recherche du second terme du quotient. 

On remarquera que de tous les termes du dividende res- 
tant , celui qui renferme le plus haut exposant de la lettre 
choisie , ne peut résulter que du terme analogue du mul- 
tiplicande par le terme de second ordre du multiplicateur 

3 ui est le quotient ; il pourrait bien aussi venir cfu ternie 
c second ordre (*) du multiplicande , multiplié par le terme 
de premier ordsc du multiplicateur ; mais cclui*-ci se trouve 
dans le premier dividende partiel, qui est etiacé. 

Donc pour obtenir le deuxième terme du quotient , on 
divisera le terme de plus haut exposant dans le dividende 
restant par le premier terme du diviseur toujours ordonné 
de la même manière, et le résultat sera le second terme 
du quotient. 

11 y aurait, comme pour le premier terme , diverses ma- 
niérés de le trouver, mais elles sont presque toujours im- 
praticables. 

Ce second quotient trouvé, on le multipliera par tout le 
diviseur, ce qui donnera, dans notre exemple, la ligne 
n°. ( 2 ) ou son analogue dans toutes les divisions. 

De tous les termes du dividende restant , celui qui a le 
plus haut exposant de la lettre choisie , est toujours donné 


(*) J’entcnd» par ferme de deuxième ordre celui qui renferme 1* puissance 
de le Icit.e choisie, immédiatement inférieure à la plus haute. 


1 


Digitized by Google 


d'Aioeïkï, ûb5 

par la multiplication du terme de premier ordre du multi- 
plicande par le terme de troisième ordre du multiplicateur. 
Ce même terme pourrait bien aussi, quant à la dimension 
de a, résulter du troisième terme du multiplicande par le 
premierdu multiplicateur, ou du deuxième du inuhiplicande 
parle deuxième au multiplicateur ; mais si l’on considère que 
ces deux dernières combinaisons se trouvent dans les deux 
premiers dividendes partiels déjà effacés, on verra qu'on ne 

S eut faire un mauvais choix en prenant celui des termes 
u dividende restant, qui renferme le plus haut exposant, 
et le divisant toujours par le premier terme du diviseur , 
division dont le résultat sera le troisième terrn" du quo- 
tient: par ce troisième terme , ainsi trouvé , on multipliera le 
diviseur , ce qui rendra la ligne n°. (3) ou son analogue 
dans une autre division. 

On voit que ‘la série de ces procédés fournit l’énoncé de 
la réglé prescrite. 

Dans l’exemple sur lequel nous avons raisonné , le terme 
qui renferme la plus haute puissance de la lettre n.étoit 
unique ; mais on conçoit qu’il peut etie multiple , ce qui 
serait arrivé dans la division précédente , si l'on eût ordonné 
par rapport à la lettre b. 

Le cas analogue sera fourni par la multiplication de 
par a’/n-f-u’n -j- am ’ -f- an 1 


( •• (j) 

tîôd u y+ a6 *' 1 +tt ' yn -Wn (*> 

•St \ * (3) 

( +a*bn % +a*b*n* -f (4) 


Nous supposerons d’abord qu’on propose de diviser le 
produit par le multiplicande. 

Dans ce cas , après avoir ordonné le devidende et le di- 
viseur par rapport à la plus haute puissance de 'a lettre 
ce qui donnera au dividende deux termes de plus haut 
exposant , on commencera indifféremment la division pat 
rapport à l’un ou à l’autre de ces deux termes. 

En effet , si c’est 

a e bm qu’on divise par a 4 A , on aura pour quotient a^m 
a* bn n 4 A , ... a'n 

aussi l’ordre dans lequel sc présentent ccs deux termes du 

* P 3 
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quotient doit -il être indifférent, puisqu’ils Sont de même 
exposant par rapport à la lettre a. 

I/un ou l'autre de ces termes trouvé , on le multiplie par 
le diviseur , ce qui» donne une des deux lignes (i) ou 
(2) , puis on fait la soustraction , ce qui efface l’une des 
deux lignes. 

Cela fait , on trouve le second terme du quotient de même 
dimension en a que le précédent , en divisant le terme 
d« même ordre du dividende par le premier terme du di- 
viseur. 

Alors l’opération se continue , comme dans l’exemple pré- 
cédent. 

On étendroit aisément ce que nous venons de dire au 
cas où les ternies du plus haut exposant, dans le dividende, 
seroient en nombre quelconque. 

Nous supposerons , pour deuxième cas , qu’on prenne le 
multiplicateur pour diviseur, en conservant toujours l’hy- 
pothèse que les termes de plus haut exposant soient mul- 
tiples. 

On commencera toujours par ordonner le dividende et 
le diviseur; ceci fait, on choisira parmi les termes du 
même ordre du dividende celui qui est exactement divi- 
sible par celui qu’on a écrit le premier au diviseur; ou, 
plus généralement , on prendra dans les termes de premier 
ordre du dividende et du diviseur deux termes qui se 
divisent exactement. Ainsi , dans notre exemple , on 
divisera. 

a f b/n par a*m, ce qui donnera a*b. 

OU ,. a*bn a'n , a* b. 


I.a raison de ce procédé est que si l’on divisoit a*bm par 
a’/i.on auroit “ qui ne fait pas partie du multiplicande. 

Ce quotient obtenu , on le multipliera par tout le divi- 
seur , puis on fera la soustraction ; mais on remarquera 
que, dans te cas la soustraction efface les deux termes 
de plus haut exposant, plus les termes a^bm 1 et a % bn % . 

Celte première opération faite, le reste de la division se 
pratique comme à l’ordinaire. 

On gcnéraliseroit aisément ce que nous venons de dire 
pour l’adapter à l’hypothèse d’un nombre quelconque de 
termes de même ordre dans l’un des deux facteurs. 

Il resteroit à supposer que les deux làcteurs renferment 
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plusieurs termes de même exposant par rapport à la lettre 
a, comme si l’on avoit ' 

a* b -\-a A c-\-à l b 3 ^ r ab+ 

à multiplier par.. a*m-\-a’n-\-am*-\-an' 

I a s bm-^-a t bm'-^.a*b 3 m-\-a 3 b*m 

+a*cm+a*cm ’-f-« 4 Z> 3 « +(i 5 b*n 
-+- l i t bn-\-n 5 bn , -\- -\-<i 3 b 3 m , -{-rr‘‘b*m a 

+i7 s c/j -+- fl s C'7’ -j- -f •a 3 b 3 n i ■+-e] t b*n t 

Le multiplicande est pris pour diviseur. 

On chercherait parmi les quatres termes de plus grand 
expos. int dans le dividende , ceux (*) qui sont exactement 
divisibles par celui qu’on a écrit le premier au diviseur; 
on divise alors l’un quelconque de ceux-là par le pre- 
mier terme du diviseur, ce qui donne un terme du quo- 
tient , qu’on multiplie par le diviseur; puis l’on lait la 
soustraction qui efîaec ceux des deux termes de plus haut 
exposant , qui sont exactement divisibles , plus les termes 
a*b 3 rn et a 3 b*rn. 

On se conduirait d’une manière analogue pour trouver 
un second terme du quotient. 

En se rendant familiers les préceptes que nous venons 
de poser pour tous les cas de la division , on ne rencon- 
trera dans cette opération aucune difficulté qu’on ne puisse 
surmonter. 

Observations sur la méthode du plus grand 
commun diviseur. 

On a été conduit au procédé connu pour obtenir le plus 
grand commun diviseur de deux nombres ou de deux po- 
lynômes , par l’opération graphique pour trouver la com- 
mune mesure entre deux lignes, lorsqu’elles sont commen- 
surables : si on a deux lignes A cl B dont B soit la plus 


(*) Je dis ceux , parce mie , dans ce cas , il y en a toujours plusieurs qui 
jouissent de cetie piopriéle : dans nntre exempte , chacun des deux termes 
**bm , a 6 bn est exactement dirisé par a*b. 

P 4 
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petite , on mesure ~A avec B, ce qui donne un reste R , puis 
on mesure B avec R et en supposant un reste R 1 , on 
porte R sur R' ; et si R contient exactement R' , alors R 1 
est la commune mesure exacte des deux lignes A et B t 
car d’abord R 1 mesure n R + R' =: B , n indiquant le nombre 
de fois que R est exactement dans B ; donc il mesure aussi 
n' B ^ Rr=. A, n' désignant le rapport, en nombre rond, 
entre A et B. On apperçoit facilement ici que R' est la 
plus grande commune mesure des deux lignes A et B. 

Mais si au-lieu de porter le premier reste sur B , le second 
reste sur le premier et ainsi de suite, on mesure tous les 
restes sur la ligne A — i , en prenant toujours un quo- 
tient pkis grand d’une unité que le véritable , ce qui donne 
des frestes négatifs , on aura , en désignant les restes par 
R , R' , R", R 1 " etc., et les quotiens successifs par q, q', q" , 'q 11 
etc. , cette suite d’équations 


d'où l'on tire 


et enfin 


i — qB — R 
I =q'R — Rl 
I î= q"R’ — R" 
etc. 


B = 


R ~ 


R' = 


i + R 

9 

i -t- fl' 
9' 

t+R" 


etc. 


B = — -(- — y -j 7 j> -j J-',— ’ etc. 

9 1 99 ' 99 9 99' 9 9 

série infinie , si A et B sont incommensurables. 

Soient 

q =3 i ; q! = 2 ; q" — 3 ; q'" = 4 , etc. 

on aura 


B = r -1- ■ — 4- ■ t* — j— — t~t etc. 

1 i.a 1 i.t.i 1 j.3. 0.4 


donc 
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• Cette série représente la base des logarithmes hyperboli- 
ques, ou le nombre e, comme on le verra dans la suite. 


Tout nombre premier qui ne divise ni F un ni 
l'autre des J'acàeurs A et B , ne peut diviser 
leur produit AB. ' 

1 

Soit , s’il est possible , 0 un nombre premier qui ne divise 
ni A ni B , mais qui divise le produit AB ; on pourra 
toujours supposer qu’en divisant A par 0, on gil le quo- 
tient m qui sera zéro si A est < 0 et le reste A ' ; on aura 
donc A = m 0 -f- A' et semblablement B = n 0 -f- B’; donc 
AB — nmè 1 -f- nA'9 -f- A'B 1 . Cette quantité , d’après 

l’hypothèse , doit être divisible par 9 , et comme la partie 
mnû 1 + nA'S -f~ mB'9 se devise delle-même par 0 , il faudra 
que l'autre partie A'B' soit également divisible par 0- 
Dans ce premier résultat, nous remarquerons, i°. que 
'A' et B' ne peuvent être zéro, parce que A et B sont sup- 
posés non divisibles par 0; 2 0 . que A' et B' étant des restes 
de division sont moindres que le diviseur 0 ; 3°. qu’aucun 
des deux nombres A' et B ' ne peut être égal à l’unité; 
car si l’on avoit A' — 1 , le produit A 1 B deviendrait B' ; 
or B 1 étant < 0 , il est impossible que B' soit divisible 
par 0. 

Nous avons donc deux nombres entiers A' et B' , tous 
deux plus grands que l’unité, et tous deux moindres que 9, 
dont le produit est divisible par 0 , de sorte qu’on a 
A'B' — 0(7'. 

Voyons les conséquences qui en résultent. 

Puisque A' est moindre que 0 , on peut diviser 0 par 
’A' ; soit m' le quotient et A" le reste, on aura 9 == m'A’ 
A". Donc & B 1 — m' X A' X B' -f- A" X B' : le premier 
membre est divisible par 0 , il faut donc que le second le 
soit aussi : mais la partie m' y. A' y. B' est divisible d’clle- 
xnême par 0 , puisque A'B’-=z C ' 0 ; donc l’autre partie A" B' 
doit être encore divisible par 0. 

Le nombre A" qui est un reste de division , est moindre 

3 ne le diviseur a' ; il ne peut d’ailleurs être zéro , car 
ans cette hypothèse , 0 serait divisible par A' et ne serait 
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plus un nombre premier. Donc du produit A' B' , supposa 
divisible par 9 , on tirera uu autre produit A u B 1 divi • 
sible encore par fl , lequel est plus petit que A' B' et ct- 
pendant n’est pas zéro. 

En suivant le même raisonnement , on déduira du pro- 
duit A* 1 B' un autre produit A l,, B’ ou A V B 11 encore plus 
petit , et qui sera toujours divisible par fl sans être zéro. 

Et en continuant la suite de ces produits décroissants, 
on parviendra nécessairement à un nombre moindre que fl. 
Or il est impossible qu’un nombre moindre que fl et qui 
n est pas zéro, soit divisible par fl} donc l’hypothèse d’où 
l’on est parti est impossible. 

Donc si les nombres A et B ne sont divisibles ni l’un 
ni l’autre par le nombre premier fl , leur produit AB ne 
pourra non plus être divisible par fl. 

Cette proposition est extraite de la théorie des nombres 
du citoyen legendi e. 

On en peut conclure que si la fraction — est irréduc- 
l' i» ® 

tible , les fractions — ou — le seront aussi. En effet la 

a a 

fraction étant irréductible , il n’y a aucun nombre pre- 
mier qui divise en mcm,e tems b et a , et comme il suit 
de la démonstration précédente que tout nombre premier qui 
ne divise pas b ne divise pas b X b ou b 1 , il devient évi- 

dent que les fractions — et — n ont aucun facteur commun. 

et quelles sont irréductib es, on prouveroit de même que les 
b m b m 

fractions — où — l e sont aussi lorsque b et a n’ont aucun 

facteur commun. Il suit de-là que les racines de nombres 
qui ne sont pas des puissances parfaites sont incommen- 
surables puisque ces quantités ne pouvant être repré- 
sentées ni par des entiers ni par des fractions, n’ont au- 
cune mesure commune avec l’unité. 

• • . ■ v/ 

* ■ • • - % ■ * 

Démonstration du binôme de Nesvton , dans le 
cas de l' exposant entier . 

Les remarques sur la forme des produits des facteurs 
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* -}- a , x + è , x -f- e , etc. sont évidentes à l’inspection 
même de ces produits , toutes les fois qu’on prendra un 
nombre limité ae facteurs. On peut prouver que la forme 
de ces produits doit rester soumise à la même loi , quelque 
soit leur nombre. 


Si on représente par 

m m — I m — 2 m — 5 

x -f-Px -f-Çx + Rx 


+ r 


le produit d’un nombre quelconque m des facteurs , x-f -a t 
x-\-b, x 4- c , x d , etc. et qu’on le multiplie par uu 
nouveau facteur x-f il viendra 


m+I m m — i m~~ 2 

x -\~Px -} -Çx -f- Rx -J- Yx 


m m — I m — 2 

-f -Ix +Plx +Qlx + IV. 

Il est évident i°. que si P est la somme des m seconds 
termes a, b, c, d, etc. , p-\~l sera celle des m + i se- 
conds termes a , b , c , d , etc. , l , et par conséquent la 
composition assignée à ce coefficient sera- vraie pour le pro- 
duit du degré m- f-i, si elle est vraie pour le produit 
du degré m. 

2°. Si Ç> est la somme des produits des m quantités a , 
b, c , d, etc. .prises deux à deux, Ç^-IP exprimera celle 
des produits de m + x quantités a, b, c, d, etc. I prises aussi 
deux à deux;car P étant la somme des premières , IP sera 
celle de leurs produits par la nouvelle quantité introduite 

donc la composition assignée sera vraie pour le degré 
m 4 - I, si elle l’est pour le degré m. 

3 °. Si R est la somme des produits des m quantités a , 
b, c, d, etc. I, prises trois à trois, sera celle 

des produits des m- f- 1 quantités , a, b, c, d, etc. I 
prises aussi trois à trois , puisque IQ , d’après ce qui pré- 
cède , exprimera la somme des produits des premières prises 
deux à deux , et multipliée par la nouvelle quantité intro- 
duite /; donc la composition assignée sera vraie pour le 
degré m- f- i , si elle a lieu pour le degré m. 

On voit que cette manière de raisonner s’étend à tous 
les termes , et que le dernier IY sera leprodnit des m-f-i 
seconds termes des binômes. 

Les remarques énoncées étant vraies pour le produit 
du quatrième degré , par exemple, le seront, suivant ce qu’on 
vient de voir > pour celui diT cinquième , pour celui du 
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sixième , et en s’élevant ainsi de degré en degré ,• elles 
seront entièrement prouvées. 

En supposant les seconds termes des m facteurs , x- \-a, 
x -}- b , etc. égaux' entre eux , le produit devient la puissance 
m du binôme ( x -{- a ) , il prendra la forme 

m m — I m— a m— 3 

x -j- max Aa'x ~^-Ba s x + etc. 

l.es coefficients .4, B, C, représentant le nombre de pro- 
duits différents que l’on peut former avec m lettres prises 
deux à deux , trois à trois , etc. 

La recherche des coefficients du développement du bi- 
nôme (x -j- o) m se réduit à cette question. 

Etant donné un nombre m de lettres , déterminer combien 
il peut en résulter de produits differens composés de n lettres . 

La solution de cet énoncé est comprise dans les trois pro- 
blèmes qui suivent. 

Problème 1 er . 

Déterminer combien avec m lettres , on peut former d’ar- 
rangemens differens. 

Si l’on avoit formé tous les arrangemens possibles de 
m — i lettres pour obtenir ceux de m lettres, il faudroit 
introduire dans chaque arrangement , la nouvelle lettre 
à toutes les places possibles ; on pourrait la placer avant la 
première , avant la seconde , etc. , avant et après la der- 
nière; un terme composé de m — -i lettres, en donnerait 
donc pi composés de m lettres; ainsi en représentant par x 
le nombre des arrangemens que donnent m lettres et par x ' 
celui des arrangemens de m — i lettres , on aura l’équation 

x — mx' 

Cette équation a lieu quel que soit la valeur de m , ainsi 

en représentant par x 1 ", x ^le nombre des arrange- 
mens de m — 2 , m — 3 m — (m — i) lettres, on aura- 

(m — z)x 11 
(m — 2)x ,l> 

etc. 

("»—>) . . 
x = m — (m — i) 



Digitized by Google 



» 


d’Aloebre. 2^5 

car une lettre ue peut donner qu’un seul arrangement. En 

substituant pour x \x ^etc. leurs valeurs dans les 
équations précédentes, on aura 

xz=.m. m — i. m — 2. m — 3 m — (m — x). 

Problème U emt . 

F. tant données m lettres a, b, c, d, etc. déterminer le 
nombre des arrangemens qui en peuvent résulter en ne fai- 
sant entier que n lettres dans chaauc arrangement. 

Soient y lé nombre cherché ,/ ie nombre des arrangemens 
de m — i lettres prises n — i à n — i, nous chercherons 
connue dans la question précédente à faire dépendre^ de_y\ 

En plaçant la lettre a devant chacun des arrangemens des 
m — i autres lettres prises n—i à» — I , on auroit tous les ar- 
rangemens de n lettres dans lesquels la lettre a occuperait la 
première place , et le nombre de ces termes serait y' : de 
même en plaçant la lettre b devant chacun des arrange- 
mens formés avec les m — x autres lettres a, c, d, etc. 
prises aussi n — i à n — i,on auroit tous les arrangemens 
de n lettres, dans lesquels la lettre b occuperait la première 
place , ce qui donnerait encore y' termes. En faisant le même 
raisonnement pour chacune des lettres c , d , etc. on auroit à 
chaque fois y' termes , donc puisque le nombre des lettres 
est m, on auroit en tout my' termes , ainsi on aura comme 
dans la question précédente 

y =a my' 

En représentant par y" y"' , etc. le nombre des arrangemens 
do ( m — 2) lettres prises n — 2 à n — 2, de m — 3 lettres 
prises n — 3 a n — 3 , etc. on aura ces équations. 

y' = (m — i)y« 
y" = (m — 2 )y"l 

etc. 

Si l’on représente par y' ^ le nombre des arrangemens , 
que donnent m — ( n — 1 ) lelti’es prises n — ( n — 1 ) à 
h — ( n — 1 ) ou un Ai une , on aura évidemment 

C"-i) . . 

ï. = m-— («-trO.v 
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et en substituant dans les équations précédentes , jusqu'à la 
première', on trouvera 

y — m. m — x. m — 2. m — - 3 . . . . m (n — i) 

On peut déduire de cette formule le nombre des arrange- 
înens de m lettres , en les faisant entrer toutes dans chaque 
arrangement : il suffit d’y faire m—n , ce qui donne 

y = sc — m. m — x. m — 2 I. 

Problème IIl m ‘ . 

Etant données m lettres, déterminer combien elles donnent 
de produits différens composés de n lettres. 

Si ces produits étoient connus , en donnant aux lettres qui 
entrent dans chaque terme toutes les dispositions possibles, 
on auroit tous les arrangemens de m lettres prises n à n. 
Puisque chaque produit est composé de n lettres , pour un 
terme , on auroit i. 2. 3 n arrangemens , donc si l’on re- 

présente par P le nombre des produits différents, on aura 

P (1. 2. 3. 4. . . .n) — m. m — 1 m — 2. . . . m — (n — 1) 

d’où l’on tire 

p m. m — 1. m — m — ( n — • 1) 

I . a . 3 . 4 a 

Tous les cas particuliers se déduisent facilement de cette for- 
mule; en y làisant n — i,, on a le coeflicient du second terme 
= m 

En faisant n — 2, on obtient le coefficient du 3'’. terme 

m — 1 — 

“ ’ • z 

etc. 

Pour le dernier il faudroit fair cn-zzm, ce qui donnne P—i. 

Un terme quelconque du développement du binôme 
(.r -f- a) m sera donc représenté par la formule 

m - m — r ...... m — (" — 1) «i„ n . 

I 2 5 ' 

I.e ternie suivant sera 

m . m — 1 . m — a m — (n — 1) . 

1 u 5 \ '■ ,J ' r u ~ U *■ 


m rr- n m — 'rs+i) 7+1 

«TT -* ■ 
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En divisant la seconde formule par la première, on obtien- 
dra le rapport entre deux termes consécutifs , ce rapport est 

~ ; il indique de quelle manière chaque terme se dé- 
duit du précédent. 

Il nous reste à démontrer que dans le développement 

de ( x -f- a ) m deux termes également distants des termes 
extrêmes ont même coefficient numérique. Prenons, à cet 
eiiet , le terme qui a pour coefficient 

m.m — ■ i . m — 2 • . . • . m — ( ra — i) 

a.2.3 a 

eme. 

ce terme sera le ( n -j- i ) à partir du premier ïnclusi- 
vement , c’est-à-dire , qu’il y aura n intervals entre le pre- 
mier terme et celui qu’on considère; le nombre total des 
termes étant m -j- i , puisque l’exposant du binôme est m t 
le terme placé à m — n intervals du premier et conséquem- 
ment à n intervals du dernier, aura pour coefficient nu- 
mérique 

m . m — i . m — 2 m — ( m — n — I ) 

1 . 2 • 3 • . • . . •••* m — n 

__ m.m — I. m — a n -f- j 

i . a . 3 m — m 

il s’agit donc de démontrer qu’on doit avoir 

m.m — i.m — a m— (n— 1) m.m — t.m — 2 n-f-t 

I . a . 3 n ~ ” 1.2.5 m — n 

ou après avoir fait disparoltre les dénominateurs , que? 

( 1.2.3 m—n ) (m.m — x.. m — ( n — 1) = 

( 1.2.3..., fi) ( m.m — i n-f-i ) 

or le premier membre est le produit de la suite des nom- 
bres naturels depuis m jusqu’à m — (n — i), multiplié par 
la suite des -nombres naturels depuis m — n jusqu’à l’u- 
jiité , ou le produit de Lous les nombres naturels depuis i 
jusquà m inclusivement, le second membre oll’re le même 
produit , donc etc. • • ■ 

On serait parvenu plus brièvement à cette conclusion en 

m 

observant x°. que lç développement du binôme (a -f- x; 
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reste le même en changeant i en a et réciproquement; 2°. 
que les coefficients ne dépendent que de (exposant et de 
nombres, d'où résulte nécessairement qu’à partir des deux 
termes extrêmes les coefficients des termes de même rang 
doivent être les mêmes. 

Nous avons donc démontré cette formule. 


(x — x -J-i 


m.m — t.m — 2 


1 . 2 .Ï 


. m. 
a + “ 

m - — 5 

x a’-f-etc. 


m — » 

■ x a“ 


et conséquemment 

m 

(i-f-x) = I -f-wr-j- 


m.m — i. m — 3 
i.a.3 


x 3 -j-etc. 


Si on ordonne ce développement par rapport aux puissances 
de m, ce qui se fera en effectuant les opérations indiquées 
dans les coefficients et qu’on représente par B, C , etc. les 
facteurs de m‘ , m 3 , etc. dans le nouveau développement, 
on aura 


( i -f~ ■*•) — i x 

a’ 

’ • • " a 

+ï 

a* 

~T 

-j-etc. 


m -j- Bm 1 -J- Cm 5 etc. 


faisons 


A — x— T ~ j+ etc - 


et examinons ce que deviennent , en mêmetems, (i-f-x) 
et mA, lorsqu’on attribue une suite de valeurs km, 

h m = o correspondent] (i + x) 0 et o A 

m ■=. I , ( I -f- x ) 1 . . I A 

m — 2 ( I -f- x) * . . 2 A 

m — 3 . . (i -f- x ) 3 . . 3A 

■- etc. etc. etc. 

donc 
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■d — log. ( I *-j- * ) — — T + ls — 7 + 7 + etc. 

formule qui sert h calculer le logarithme du nombre re- 
présenté par ( i -+.r). Au reste nous reviendrons sur 
cette question dans la suite de ces notes. 

'Transformation d'une fraction — . 

Si on divise I®. AX m par B , que le quotient soit q 
et le reste R\ 2°. A X n par R , que le quotient soit 
<7 et le reste R' ; 3 °. A X P par R' , que le quotient soit 
q et le reste R u et ainsi de suite, on aura 


B X<7 +X —AXm 

,R Xç' + R’ = AXn 

R'Xq"-hR' , =AXp 

etc. 


B 

rrt 

R 

~X 

~q 

A9 

R 

n 

R' 

~Â 

9 * 

A 9 r 

R' 

P 

R!' 

A 

~ 9 " ~ 

~ A 9" 


R m 

A ~~ 9 
tn 


R 

A 9 

n , R' 


n . jv 

9 99? ' Af 

_ » n_ , p R" 

9 99' ' 99' 9” Acjjq-* 

etCi 1 

et faisant les substitutions indéfiniment 

B m n p p 

A ~ 9 W 99? 9" 99 , 9"q’ i ' CtC ‘ 

Dans le cas de m — n =p — ç e tc. = x , il vient 

£ _ J £_ , > i 

A tf î?' ‘ 99' 9" 9? 9" 9"' ‘ CtC " 

Dans la suite nous déduirons des conséquences remarquables 
du développement précédent. 

Tome II. O 
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Notes 


Résolution de ï équation générale du Second 
degré. 

L’équation 

x* -J- px = q 

peut représenter toutes celles du second degré : en ajou- 
tant aux deux membres la quantité -, elle devient 

+P* +7 =</ + ~ 

Par cette addition le premier membre est le quarré parfait 
de .T+y; extrayant donc la racine de part et d’autre , 
on a 

Mais on observera que la racine quarrée d’un nombre peut 
être également affectée du signe + ou du signe — ; car 
le quarré de — a est le même que celui de -f-a, et comme, 
en général, rien n indique celui des deux signes avec le- 
quel ou doit prendre la racine , on posera 

*+ïp-± 1/Ç+? 


équation qui ne renferme plus x qu’au premier 
de laquelle on tire 


xxz — \p± |/Ç+? 


degré et 


On a donc pour x deux valeurs différentes , suivant que 
l’on prend le signe -{- ou le signe — , et on peut s’assurer que 
chacune de ces valeurs satisfait également à la question 
proposée. 

On peut encoi'e se convaincre de la manière suivante que 
dans l'équation du second degré l’inconnue admet deux 
valeurs. 

Après avoir rendu le premier membre un quarré parfait, 
en ajoutant de part et d’autre le quarré de la moitié du 
coefficient du second terme , on peut considérer le second 


membre -f q comme le quarré parfait de v-u. 

4 1 
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* sJ 

et faisant passer ~ 4- q dans le premier , lequation devien- 
dra 

x *+^+7-(t+9) = 0 

Mais on sait que la différence de deux quarrés est égale 
a la somme des racines multipliée parleur difïërence ? ce 
qui resuite de la multiplication de a -f b par a — b t on peut 
donc écrire v 

x ' J rP x + P ~ — ( + 9 ) = 

{ x +T-V~ + ‘t){^+^ + V ç o 

Il ne s agit plus que de trouver pour x une valeur telle 
que le produit soit égal à zéro ; or un produit composé 
de deux facteurs devient nul en égalant l’un ou l'autre de 

fate A, “ i «“* »«*- 

*+£— V%+ •» * + + 

ce qui donne pour a; les deux valeurs 

*=-f+V? T, 


En donnant à l’équation 

+px — g — o. 

la (orme 


(x+ f-lA- + ?)(* + £ + 1/£+?) a « 


vo.t que le premier membre est divisible par iWon- 
j moins sa valeur. Cette propriété s'étend aux éouS« 
de degre quelconque; elle est la base de la résolu Son des 
équations numériques. ün ües 


on 

nue 


équations numériques 

En représentant par x’ et x " les deux a i>x 

quation du.sccond degré, on a de li * 


9 - 


Digitized by Google 


Notes 


s4o 

*'=-ï+VfT* 

*"=-i-VÇ+7 

ajoutant ces deux équations , on trouve 

x' -f x» = —p 

ou en changeant les signes 

p — — ( x 1 -j- x 11 ) 

Ainsi dans l’équation 

x' -f- px — <7 = 0 

le coefficient du second terme est égal à 1a somme des 
racines , prise en signe contraire. 

Eu substituant au lieu de p sa valeur — ( x'-^-x" ) dans 
l’équation 

a'* -j- P x> — <7 = 0 

on a 

x” — x' ( x' -j- x v ) — < 7=0 
ou 

x' 1 — x n — x^x^ — q—o 

d’où l'on tire 

— q — x'x" 

Ce résultat nous fait voir que le terme tout connu est égal 
au produit des deux racines. 

La formule 



qui représente les deux racines de l’équation du second de- 
gré , prend ditlcrentes formes suivant la relation qui existe 
entre p et q. 

Si^--j -<7 est un quarré parfait, les deux valeurs de x 

seront commensurables. Il est clair quelles ne peuvent 
l’être que dans ce cas , à moins que l’on ait q négatif 

p» 

sous le radical et égal à ~ , parce qu’alors Jes deux ra- 
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cinés so réduisent à — —jet Je premier membre devient un 
quarré parfait. 

T f* 1 , 

.orsque — + q n'est pas un quarré parfait , les racines 
sont incommensurables , et on conclut de-là que le problème 
n a pas de solution numérique exacte ; mais alors on peut 
toujours trouver deux nombres aussi approchés qu’on vou- 
dra des racines de la proposée. 

Il faut surtout remarquer le cas où l’on a — -f- q o , ce 
qui a lieu lorsque q est négatif dans le second membre 
et plus grand que on est alors conduit à extraire la 
racine quarrée d’une quantité négative. 

I.e problème qui conduit â ces valeurs est impossible , 
car un nombre réel positif ou négatif ne peut avoir pour 
quarré un nombre négatif. 

Ces racines qu’on nomme imaginaires peuvent se mettre 
sous la forme d'une quantité réelle augmentée ou diminuée 
d’une autre quantité réelle multipliée par Ÿ — 1. 

En effet , soit 

P* 1 

~+q——m 

les deux valeurs de x deviendront 



On voit qu’à cause du double signe + dont le radical doit 
être affecté , la racine imaginaire est double, ensorte que 
les racines d’une équation du second degré sont ou tomes 
deux réelles ou toutes deux imaginaires. 

Pour mieux connoître en quoi consiste l’absurdité des 
questions qui conduisent à des racines imaginaires., pro- 
posons-nous le problème suivant : 

Partager un nombre p en deux parties dont le produit 
soit égal à q. 

En désignant l’une de ces parties par x , l’autre sera 
exprimée par p — x , et leur produit sera px — x' : on 

Q 3 
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aura donc px — x x -=.q , ou changeant les signes a; 1 — px— — q. 
Cette équation renferme toutes celles dont les racines peu- 
yent être imaginaires : en la résolvant , on trouve 

• =+iP±V j-g 


valeurs qui seront réelles tant que sera plus grand que q , 

c’est-à-dire tant que le quarré de la moitié du nombre 
à partager sera plus grand que le produit qu’on exige des 
deux parties qui le composent. 

Or de quelque manière qu’on partage le nombre 
donné , les deux parties pourront être représentées par 

~ -f- d et -j — d dont le produit est 






Ce produit sera donc moindre que , à moins que la 
quantité d ne soit égale à zéro , auquel cas chacune des par- 
ties étant ^ , leur produit sera il est donc absurde de 

demander que ce produit soit plus grand que — - et l’algebre 

avertit que ce qu'on cherche n'existe pas. 

_ 

Lorsque ~ sera plus grand que q , les racines de l’é- 
quation 

x l -f- px -{-9 = 0 


seront réelles , et il sera toujours possible , à l'inspection 
des signes des coefïiciens , de reconnoître si elles sont posi- 
tives ou négatives. 

q étant égal au produit des deux racines , elles seront 
de même signe lorsque q sera positif , et comme p est égal 
à leur somme prise en signe contraire , elles seront toutes 
deux positives ou toutes deux négatives , suivant que p sera 
négatif ou positif. 

Si q est négatif, les racines seront de signes dillérens et la 
racine positive sera plus petite ou plus grande que la ra- 
cine négative, suivant que p jsçra positif ou négatif,. 
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De la méthode des cocfficiens indéterminés. 

/ \ 

Si on divise 1 par 1 — x , on trouve 


;imer mem- 
bre est une opération indiquée , tandis que le second en 
est le résultat. En général, on appelle identité tou le égalité 
entre une fonction non développée et le développement 
de cette fonction. On pourrait ae même obtenir par la divi- 
sion un développement de même forme pour toute fraction 
rationnelle ; mais lorsque les deux termes de la fraction 
sont composés , la division devient laborieuse , et la loi 
qui régne entre les coefficiens est plus cachée. On lait alors 
usage de la méthode qui suit : on suppose 

— a -f- Bx -f Ca l -f Dx' -f- etc. 

A , B, C, etc. étant des cocfficiens inconnus et indepen- 
dans de x , lesquels doivent être déterminés par la condition 
que ce développement hypothétique soit le quotient de la 

fraction : à cet cllet , il faudra se procurer autant d’é- 
quations qu’il y a d’indéterminées A , B, ( 7 , etc. à éva- 
luer. Or le quotient multiplié par le diviseur doit repro- 
duire le dividende , quelque valeur numérique qu’on assigne 
à x; condition qui exige que l'identité 

o ~ A B ) x + <7 ? x* -f- Z5 f x 5 -{- etc. 

— 1 —A S —B S — C { 

soit satisfaite indépendamment de toute valeur de x ; 
elle doit donc avoir lieu pour x = o. On a dans cette hy- 
pothèse , 



A — 1=0 


w 


et il reste 


o — B f x -{ - C ) x* -J - D t x 1 -}- etc. 

— a S — b S — ci 


divisant par x , ct'faisant ensuite x — o, il vient 


B — A ■=. o .->(-) 






ized by Google 


a 44 

et il reste 


Notes 


o = C ) x D ) x* 4 - etc. 

— B S — Ci 

d’où ou déduit , après avoir divisé par x , 

C — B — o • • • • . .( 3 ) 

et ainsi de suile. Chacune des équations (j) , (2) , ( 3 ) ' 
etc., contient un coefficient de plus, et d’ailleurs rien ne 
limite le nombre de ces équations : donc on pourra s’en 
procurer autant qu'il y a d’indéterminées à évaluer. Un 
déduit de ces équations successives 

A — 1 , fi— 1, C — r ,* etc. 

et conséquemment 

- = 1 4- x 4- x* x J 4 etc. 

Soit . en second lieu, la fraction ■ . * dont on demande 

a r -f* b f X 

le développement , on posera 

y a - t - — A fix 4- Cx* -f- Dx i 4- etc. 

et multipliant de part et d’autre par a' -j-è'.r, puis fai- 
sant tout passer dans un même membre, on aura 

o = Aa' + fio' ? x -f. Ca> ? x 1 Da! > x 3 -4- etc. 

— a + Ab'. $ + Bb' S -f- Cb' S 

Pour évaluer les indéterminées A , B , C, etc. , il faudra , 
d’après le principe dont nous venons de faire usage , éga- 
ler séparément a zéro les CQclliciens de chacune des puis- 
sances de x , ce qui donne les équations 


Aa! — r a — 0 


* = i 

Ba> +Ab' =0 


ta 

II 

1 

•l* 

Ca' 4 -Bb' =0 

i d’où on déduit { 

a' 

C=-*B 

a f 

Da! 4- Cb' = 0 


ü>I’ 

1 

II 

Ea' 4- Db' = 0 
etc. 

1 

u’ 

E = -~D 
etc. ° 


rny (Sï'oglc 
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Chaque coefficient , à partir du second inclusivement , 
est donc égal au précédent multiplié par la fraction — 

3 ui est immédiatement donnée par le dénominateur d + b' x 
e la fraction proposée. 


Soit 


encore 


a 4 . bx 


= A + Bx 4* Ci* + Dx 1 -f- ete. 


en opérant comme dans le cas précédent , il viendra 

o ~ Ad -|- Bd 1 x + Co' 1 x 1 -f- Dd j x 3 -f- etc. 

— a -f Ab' > ■+■ Bb' > -f- Cb' > 

— b j *+• Ad ) -f- Bc’ j 


Fgalant séparément à zéro les coelficiens de chacune des 
puissances de a:, on a pour la détermination des coelficiens 
A, B, C, etc. les équations 


Ad — a s= o 
Bd -f- Ab 1 — b o 
Cd -f- Bb ' + Ad = o 

Dd 4- Cb’ 4- JBc' = o 
etc. 


d'où 

on 

déduit 



On peut donc , au moyen de deux coelficiens consécu- 
tifs quelconques, trouver le suivant. Par exemple, si ces 
deux coelficiens consécutifs sont P et Q et le suivant R , 
on aura 

dR 4- b'Ç + dP — o, d’où R--~Ç—~P 

I.es deux premiers coefficicns une fois évalués suffiront donc 
pour donner tous les autres. Faisons une application à la 
fraction 

1 4 - 

1 — » x’ 

on aura 

a = 1 , b — 2, d ~ 1 , b‘ = — 1 , d = — 1 
donc ’ 
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A— i, B — A — 2 = 0 ; C — B — A — o, 

D — C—B—o R — P—Q=z o. 

et conséquemment chaque coefficient, à partir du troisième 
inclusivement , est égal à la somme des deux qui le pré- 
cèdent. 

Il est a&é de conclure des cas particuliers ci-dessus , 
qu’une fraction rationnelle de la forme 

a + bx + cr’ ■+■ px n 1 

a' 4*6 ' x -J- cf x % -f- d’x 3 . . , . q' x n 

donnera lieu à une suite dans laquelle le coefficient d’un 
terme quelconque dépendra d’autant dccocfficiens des termes 
immédiatement précédens qu’il y a d’unités dans le plus 
haut exposant de x au dénominateur, en observant ce- 
pendant que celte loi ne commence à se manilésier qu’a- 

Ï rès un nombre de termes, égal à celui du numérateur, 
.es quantités 

dt . _ J . _ V 

a'i Z ’ a' ’ a' 

par lesquelles il faut multiplier les coefficicns des termes qui 
précèdent celui qu’on veut évaluer, à partir du pénultième 
par rapport à celui-ci , portent conjointement le nom d’échel e 
de relation. Les suites résultantes du développement des 
fractions rationnelles ont été appelées suites récurrentes , 
parce que , pour former chacun de leurs termes , il faut 
avoir recours à un certain nombre de termes précédens. 

De la composition des équations algébriques. 

Toute équation algébrique est réductible ü la forme 

x m Ax m 1 -f- Bx"‘~‘ -f Cx"~ J + 

4 . rx+^=o..,{.lf) 

Les racines de cette équation sont les quantités qui subs- 
tituées en place de l'inconnue x > réduisent le premier mem- 
bre à zéro. 

Toute la théorie des équations repose sur la proposition 
suivante : 

Si on représente par a. une des racines de t équation ( 3/) , 
le premier membre sera divisible exactement par x — a. 
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Puisque a est, par hypothèse, une des racines de i’é- 
quation (M) , on aura 

a” 4 Aa»*-' -j- B a"-' 4. Ca m ~' 4 4 T a 4 V=.Q 

d'où on déduit 

V = — ( a" 4 Aa n ~' 4 4 etc.... 4 Ta) 

Substituant cette valeur de V dans (J-/) , et eflectuant les ré-i 
uuctions , il viendra 

( x m — a m ) 4 A( x--' — û«-« )4 B ( X*"» — Q »-* ) 4 ..„ 

+ T(x—a).= o (N) 

Or m étant un nombre entier positif, on sait que 

— =(x~a)l *«-• 4 a**- 4 a'^-i + etc< 

+ 4 °"“*] 

Chaque terme de l’équation (N) sera donc divisible par 
X — a ; conséquemment le premier membre de (M) sera ié~ 
ductible h la forme 

oc m 4 Ax m ~ l 4 Sx*”» 4 4 Tir 4 V'zz 

<x—.o 3 t-* m “ , 4 ^'ii B -*4 B'x”'-* 4 4 J»]..’ (jPJ 

ou les coefficiens A r , B 1 T 1 ont pour valeurs 

A*— a 4 A 
B'tssa' + Aa 4 B 
C — a» 4 Aa‘ 4 Ba 4 Cj 


T'= a"~» 4 Aa™-' 4 5 û»“* 4 ... 4 T 

Si , outre la racine a , il existe une autre racine b qui 
•atisfasse à l'équation ( M ) , elle réduira à zéro le poly- 
nôme x m - 4 A<x"‘-' 4 4 J', facteur dans (P): eo> 

sorte quon aura 

» a ' , 4A» -1 4 4 T 1 — 

( x — - b ) [ *«“* 4 A"x m '~ i 4 B"x m, ~* 4 , 4 J" J 
où les coefficiens a}' , B ", .... .S* 1 sont donnés pas 


\ 
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Note* 
a"— b + a> 

B"=zb' + A'b -\-B’ 

C" = b s + A'b' + B’b-j- O 


S" = i»“* + A' b”-’ -f -f F? 

Eu sorte que le premier membre de (bd) devient 
(x— a) (x—b) -f- a" x «“* + fi" x m ~* 

+ S"].. ( Ç ) 

En continuant le même raisonnement, on prouvera que 
si c, d , e, etc., sont d’autres racines de l'équation (M) , 
soq premier membre sera divisible exactement par le produit 
(x — a) (x — b) (x—c) (x — d) (x — ë) etc. 

i*. Il résulte de la seule inspection de (P) que le pre- 
mier membre de (,lf) ne sera pas divisible par x — a , 
si a n'est pas une racine de l’équation : d’où il suit qu’un 
polynôme n’est exactement divisible que parles facteurs sim- 
ples correspondans à ses racines. La décomposition d’un 
polynôme en facteurs du premier degré se réduit donc à la 
' résolution d'une équation. 

2*. Une équation ne peut admettre plus de racines que 
l'exposant de son degré ne renferme d’unités. En effet , si 
une équation du degré m pou voit être satisfaite par un nom- 
bre de racines , plus grand que m, un polynôme du degré 
rt seroit divisible par le produit d’un nombre de facteurs 
simples , plus grand que/b; ce qui est impossible. 

Lorsqu'on suppose , comme on a coutume de le faire , que 
le polynôme 

x m -\-Ax m ~‘ 4* Bx m ~ t 4“ 4" V=o 

est formé par le produit d’autant de facteurs simples tels que 
(x — a) (x — b) (x — c) (x — d) etc. 

qu’il y a d’unités dans l’exposant de son degré, il reste à faire 
voir qu’on peut toujours déterminer les quantités a, b, c , d 
etc. d'après la condition que l’identité 

x m 4- A x m ~' 4- Bxm—+. . .4“^’— C x—a) (x—b) (x — c) etc. 

ait lieu : on a en cllêt, d’après ce qui a etc dit dans le titre 
précédent. 
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(i°) A — — (a-t-6-f-c-t- rf+etc.) 

(2°) B z= ab + ac -j- ad - j- etc. 

-j- bc + bd + etc. -\-cd~\- etc. 

( 3 °) C — — ( abc -}- abd -f- etc. 

-f- acd -j- etc. -j- bcd 4- etc. ) 
etc. 

(m°) .... V — + abc Je , etc. 

V ayant le signe -f- lorsque m est un nombre pair , et le 
signe — si m est un nombre impair. 

Si on multiplie l’équation (i n ) par a m ~‘ $ (2°) p ar a m ~ % 
etc. , la pénultième par a , et qu’on fasse la somme de tous 
ces produits et de (m°) , on aura 

— a m — AcT-' -f- Bd*-' -f Ca m_1 + y 

d’o û 

a m + Ad* * + Ba m ~' + Ca m ~ 3 + . . . . V =0 
On parviendroit de la même manière aux suivantes, 

b'* 4- Ab”'-' 4- Bb m ~' 4- Cb m ~ 3 4- ...; V — o 
c m 4- Ac m ~' 4- Bc m ~' 4- Ce 1 *— 3 4- . . . . V — o 

mais ces équations ne sont autres que la proposée dans la- 
quelle on auroit substitué successivement a , b , c , etc. 
au lieu de x-. donc a, b , c, etc. sont racines de lcquation 
(W). 

Cette analyse conduit donc au même résultat que la pré- 
cédente. » \ 

En considérant une équation comme le produit d'un 
nombre de facteurs tels que 

(x — a) (x — b) (* — c) (x~d) etc. 

égal à l’exposant de son degré , effectuant les multiplica- 
tions de ces facteurs et comparant les coetficiens des mêmes 
puissances de x, on arrive à ces conclusions: 

1°. Le coefficient du second terme , ou de x m " , pris en 
signe contraire, est égal à la somme de toutes les racines. 

2°. Le coefficient du troisième terme, ou de x m ~' , est la 
somme des produits differens des racines multipliées deux » 

à deux. 

% 

3 °. Celui du quatrième terme , ou de ^ pris en signe con* 
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praire , est la somme des produits différais des racines rnulti - 
pliées trois à trois. 

Enfin le dernier terme est le produit lie toutes les ra- 
cines , pris en signe contraire , lorsque t équation est de 
degré impair. 

De là suit i°. que dans une équation qui manque de se- 
cond terme , la somme des racines positives est égale à celle 
des racines négatives. 

2°. Que si le dernier terme manque dans une équation , 
Vune des racines est nécessairement nulle. 

Transformation des équations ; évanouissement 
des termes intermédiaires. 

Une équation algébrique étant donnée , il est toujours 
possible delà transformer, sans la résoudre, en une autre 
dont les racines aient avec celles de la première une re- 
lation donnée. 

Soit l’équation 

x m — f- élx™ -j- Tx -{- F - — o. ...(M). 

On propose de la transformer en une autre dont les ra- 
cines soient toutes plus grandes que celles delà proposée , 
d'une quantité donnée h. Si on représente par y kt nouvelle 
inconnue , on aura par la condition de la question 

x -\~h i d’où x z=.y — h (i). 

Substituant dans (.1/) y — h pour x , on aura la transformée 

C r—h) m ri- A f y— h )"— • A + T(y—h)ri-K 



+ * ) 


m — I m — 2 
- — /,s 

+ m — * Ah * 

2 

— ( m — 2 ) Bh 
"+■ C 
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dont les racines surpassent de la quantité h celles de la 
proposée. 

' La quantité h étant arbitraire , on peut la déterminer 
par la condition que le coefficient d'un des ternies de (2V) 
se réduise à zéro ; on aura donc pour faire disparoître 
c second terme 

A — mh = o : d’où A = et x —y — — 

En eflet , chaque racine x étant augmentée de — , la 

somme des m racines sera augmentée de ou de A ; 

et comme cette somme = — A, celle des racines de(iV) 
sera A — A — o. 

On déduit de là cette réglé, pour faire évanouir le se- 
cond terme d’une équation : iljaut, au lieu de T inconnue, 
substituer une nouvelle inconnue augmentée du coefficient du 
second terme , pris en signe contraire , et divisé par l’indice 
du degré de T équation. 

Pour opérer l’évanouissement du troisième terme , on 
poserait 

m. m — I _ _ 

h % — (m— i ) Ah -f-B = o 

et pour avoir h , il faudrait résoudre une équation du se- 
cond degré. La valeur de h , propre à faire disparoître le 
quatrième terme, serait du troisième degré , et ainsi de 
suite ; en sorte que l’évanouissement du dernier ternie dé- 
pendrait de la résolution d’une équation en h de môme 
degré que la proposée , laquelle ne serait autre que (M) dans 
laquelle on aurait substitué — h pour x. 

Si on vouloit transformer une équation dans laquelle 
manquerait un terme , parce qu’on l'aurait déjà lait dispa- 
roître , ou parce que l’état de la question ne le comporte- 
rait pas , en une autre qui ne renfermât plus un certain autre 
terme , on introduirait dans l’équation le terme qui n’y 
entrait pas d’abord. 

Un pourrait penser que la substitution 

ar==y + (/i -f *) 

ferait disparoître plus d’un terme ; mais on observera qu’en 
remplaçant li par h -f-£ dans (A”), puis égalant à zéro le 
coeiiicient de deux termes quelconques , on obtiendra deux 
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équations entre la même somme(A+i) , ce qui ne fe fa 
rjcn connoître par rapport à h et à k. Il faut cependant 
excepter le cas oïl il existeroit entre les coefficiens de la pro- 
posée telle relation qui rendroit possible la coéxistcnce de 
ces deux équations. Ainsi , par exemple , la proposée 


X 3 -p JC 1 «P y X -j- C — O 

dans l’hypothese de 

x —y — 7 


devient 


^ + CC-^) = o 


transformée qui ne contient plus les termes y* et y. 

On pourroit, par la substitution (i) , transformer la pro*- 

S osée en une autre éqùation dans laquelle le coefficient 
un des termes scroit égal à une quantité donnée. En elles , 
on n’auroit qu'à égaler ce coefficient à la quantité donnée, 
et déterminer h d après cette condition. 

Pour que les racines de la transformée deviennent égales 
à celles ae la proposée , multipliées par une quantité don- 
née f, on posera 


y —Sx : d'où x — S 

r J 

et substituant pour x cette valeur dans ( M) , on aura la 
transformée 


1 * 

Jiü + A fZ=i + B + 

et multipliant pary m , 


+ V— o 


y m -f* Afy m ~' -\-B f‘ y m ~‘ -f- . . . . -f- V f m — o 


Ainsi , pour transformer une équation en une autre dont 
tes racines' soient égales à celles de la proposée , multipliées 
par une quantité donnée S , il suffit de multiplier les termes 
de la proposée , à partir du second inclusivement , par les 
puissances successives f, /’ , J ~ 3 . . . f m . 

On fait usage de cette transformation pour réduire à l’unité 
le coefficient de la plus haute puissance de l’inconnue, sans 
introduire de coefiiciens fractionnaires. Soit en etiet l'équation 

A* m -J- Bx m ~ l -f- + V — o (A/) 


En posant 



on 
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t> ' A i, 6 fe « ft e, 

■fett aura, d après la règle énçncéc précédemment, 

Ay m 4 Bfy m ~* 4 C/'y -»-» 4 4 r/« = 0 . . . . ( ) 

j“PP® s . ant don , c . Indéterminée f— A , le premier membre 
( ) sera divisible par en sorte qu’elVectnant la tli* 
Vision par A , le coefficient de ;* deviendra l'unité. 

. ° n . peut encore , au moyen de c.-tte règle, délivrer une 
équation des coefficiens fractionnaires quelle peut conte- 
lur. boit, pour exemple, l'équation 


d’oi\ 


x‘4- 

m 1 


r 



mnex* — pnex 1 4 qmex — mnr — o 

et réduisant le coefficient du premier terme à l’unité on 
a la transformée 


y* —piicy* qm ï e x ny — m % n> e* r = o 

dont tous les coefficiens sont entiers. 

Lorsqu au moyen do la transformation précédente on 
a obtenu une équation 


x”-j -Ax m ~' -f- 4 Tx 4 V = o (J/) 

dont tous les coefficiens sont entiers , cette transformée 
ne peut avoir pour racine une fraction; En effet , admettons 
qu une des racines puisse être un nombre fractionnaire -J 

O 

réduit à sa plus simple expression , en substituant y 
pour x dans (A/) , on auroit 


“ m . -, am ~ * , „ »m * > a 

+ A + B ï^zr-, + y + V— o; 

et multipliant tous les termes par è m ~ I , il viendroit 


y = — [ Aa m ~* 4 Bba m ~ x 4 Cb x a »- 3 4 

+ Tab"‘~ x 4 Vi .•*-*. ] ( 

Or y étant , par hypothèse , un nombre fractionnaire , a et 

conséquemment a m n'auront pas de commun diviseur avec b 

donc (page 230) ~ sera Une fraction ; cependant le second 

membre dp {N) est un nombre entier , d'aprèsla définition de 
Tome II. B. 
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a , b , A , B , C, etc. 5 donc x = ne peut satisfaire à la 
proposée (il/). 

La substitution 

.r — — y 

dans (.ff), changera les racines positives en négatives, et 
réciproquement ; elle changera aussi les signes des termes 
qui renterment les puissances impaires de l'inconnue. Donc , 
» pour changer les racines positives dune équation en négatives , 

et les négatives en positives , il suffira de changer les signes 
« des puissances impaires. 

On peut encore transformer la proposée en une autre dont 
les racines soient des quantités réciproques il x, telles que 

_____ r 

y 

L’ordre des coefliciens se trouveroit renversé par cette trans- 
formation , en sorte que si le second terme manquoit dans 
la proposée , l'avant-dernier terme manqueroit dans la trans- 
formée , etc. On observera encore qu'à- la plus grande ra- 
cine .y de la transformée , correspond la plus petite x de 

• la proposée , et réciproquement. 

Si on proposoit de transformer l'équation ( M ) en une 
autre , dont les racines fussent les racines quarrées des ra- 
cines de la proposée , on auroit pour exprimer cette condition 

* y — x d’où y x =. x 
et substituant , il viendrait 


/ 

/ 


a m a m—2 am — 4 

y + A y + B J + 


T y' -f r=o 


équation qui manque de second terme , ce qui doit ar- 
river parce que le radical V / ' x étant affecté du double signe 
+ et • — , la somme des racines y devient nulle. 

Généralement donc , pour transformer une équation en une 
autre dont les racines aient avec celles de la proposée une 
relation donnée , il Jaut traduire cette relation en algèbre , et 
substituer la valeur quelle donne pour x dans V équation pro- 
posée. 

De V élimination. 


Jusqu’à présent , nous n’avons supposé qu’une équa- 


Digitized by Googl 



D ’ A L G È U H E. a59 

tion et une inconnoe ; niais il arrive fréquemment que 
les conditions comprises dans une question conduisent 
plusieurs équations avec même nombre d'inconnues mêlées 
ensemble. Pour pouvoir déterminer celles-ci , il faut pré- 
liminairement ramener toutes ces équations k contenir 
Séparément les inconnues; on forme ainsi autant d’équa- 
tions à une seule inconnue, à chacune desquelles on peut- 
appliquer les méthodes de résolution que nous exposerons 
dans la suite. Cette séparation des inconnues est l’objet- 
- des méthodes d’élimination que nous allons faire connoître, 
en ne considérant , pour plus de simplicité , que deux équa- 
tions et deux inconnues. 

Lorque les équations sont du premier degré, l’élimination 
est toujours facile , et l’équation finale est aussi de ce degré ; 
mais il n’en est plus ainsi lorsque ces deux équations sont 
d’un degré supérieur au premier : il faut entendre' par' le’ 
degré d’une équation qui contient plusieurs inconnues , 
la plus forte somme des exposans des inconnues dans ont 
même terme. • . • 

Soient entre les inconnues x et .y deux équations com- ' 
plêles , lune du degré m , l’autre du degré n ; ces deux 
équations seront toujours réductibles à la forme 

4- Px m ~' -f- Qx m ~* Rx : m ~ 3 4 - 

4 - Tx 4- V—ti. {A) 

x n 4- P’x n -' 4- Q'x n ~ x 4- «’a» -3 4 -. . 

4- T'x + V'—o (B) 


P étant de la forme a -^by 

Ç : i.i . j " » 4-dr -j- ey* 

P f + gy + hy % 4. fy* 

• •■>' .. etc. ... - ' ' ' 

• P' étant de la forme a 1 4“ê|y ■ - 

ç' c' 4- n'y 4- cîr* 

~ f'+ÿlv- f- h'y' 4- Vy* 


.. ... ... . etc. 

les cocili' iens V et V pouvant renfermer jusqu’aux puis- 
sances m et « dey. Les équations (a/) et (jB) seraient complè- 
tement résolues , si l’on connoissoit tous les couples de va- 
leurs de x et de y propres à satisfaire en même teins à 
l’une et à l’autre ; or l’élimination a pour objet de faire 
dépendre la recherche de ccs valeurs de la résolution d’une 

R a 
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équation à une seule inconnue. Une valeur de y seroiC 
bien choisie , si , substituée clans (A) et (JB) , les équations 
résultantes avoient une racine commune , puisqu’alors ces 
deux valeurs correspondantes de J et y , substituées si- 
inultanémcnt dans les deux équations proposées, réduiraient 
chacune d'elles à o = o. L’équation finale en y doit donc 
avoir pour . racines toutes les valeurs de y qui jouissent 
de la propriété énoncée : d’où résulte un moyen bien sim- 
ple d'omenir cette équation. En effet , les deux équations 
résultantes d’une substitution convenable pour .y devant ac- 
quérir uq diviseur commun, si l'on cherche par les méthodes 
connues le commun diviseur entre les équations ( A ) et 
(fl) ordonnées par rapport à x, on parviendra nécessaire- 
ment à un reste indépendant de x, ou qui ne contiendra 
plus que. y , lequel , égalé à zéro , donnera l’équation finale 
cherchée. Soit / 

R — o 

.«</•> 1 1-\ | j . I ■ • , 

cette équation en y : sa résolution fera connoître les va- 
leurs de y , et on obtiendra les valeurs correspondantes 
de x , en substituant successivement chacune de celles-là 
dans le reste du premier degré en x qui , à cause de fl = o, 
devient le commun diviseur entre ( A ) et (B) : d’ailleurs 
ce reste doit être égal à zéro , en sorte qu’on a cette seconde 
équation 

Ax — B — o — 

A et B étant des fonctions de .y, de laquelle on déduit une 
valeur de x pour chacune des valeurs y. 

Soient , pour exemples , les deux équations 


(1) x 3 -f- 3 x'y -|- 3 xy* — 98 = O 

(2) x 1 -f 4 xy — 2y* — 10 = O 


En divisant (1) par (2) , et continuant la division jusqu à 
ce qu’on parvienne à un reste sans x , conformément^ » 
la méthode , on trouvera pour équation finale 

43 y e _j_ 345 j* — i960 .y’ -f- 75o — 2940 .y — 4302 = 0 

I, c diviseur commun du premier degré , ou l’équation qui 
donnera les valeurs de x, est 

( gj '* _|_ 10 ) x — z y 3 — jo y — 98 = 0 
Soit encore le système des deux équations 

( x°. ) x 3 “4" -j- îîx p o • . , 

( 2 0 . ) ** — • b x — a —y = 0 
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ou m , n , p , a et b sont des nombres : en appliquant la 
règle, on trouvera pour le reste du premier degré en x 

(è , +/wè+rt + < 2 -hy):r-Kè + m) (a+y) ■+■ p-=^o....^A} 

et pour l’équation finale en y 

(y 4 a)* — 4" m % — nn) (y a)' 

4- ( zii* 4- ( mn — + 

— p ( b* 4“ mb* 4" n b 4 ~P ) “ o (fl) 

Autrement , on tire de la seconde équation 
je* ss bx 4* a 4 ~y 

d’où 

jc s = bx' 4 - ax 4 - y* — (** 4 " a +> ) x 4'*( a 4“y) 

en écrivant pour jc* sa valeur : donc substituant ces valeurs 
dans (i*) on aura l’équation {A) d’où on déduit 

(* + ”»)(« 4 y)+p 

* , £’ + nl> + n ■+■ « -f- y 

valeur qui substituée daqs l'équation 
x' — lx-^~ a 4 -y 

donnera l’équation ( B ). Ou peut voir sur la dernière 
méthode le chapitre XXIV de l’Algèbre de Bossut , édition 
de l’au 9 . 

Il conviendra de s’exercer à trouver les équations finales 
correspondantes à chacun des deux couples dequations 


(1°)... 

. . . .x' 4 -px 4 d 

— O 

O*)... 

x * -+-p'x 4 - q‘ 

= O 


. . .xy 3 4“ b y 4“ * 3 

+ a — 


... y 3 4 cy 4" bx 1 

+ * = 


H peut arriver qu’à une même valeur y = C de l’équa- 
tion finale doivent correspondre plusieurs valeurs de x : 
dans ce cas , la substitution de cette valeur de y dans le9 
deux équations proposées donnera deux résultantes en®, 
qui auront entre elles un facteur commun d’un degré su- 

S éricur au premier ; -par conséquent , le commun diviseur 
es deux premiers membres sera au moins du second de- 
gré , puisqu’à la valeur y — C correspondent des valeurs 
multiples de sr j le reste du premier degré Ax — B sera 

• R 3 
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nul de lui-meme , ou indépendamment de x : on aura donc 
séparément 

• A = o , B = o ; d’où x = f 

Réciproquement , toutes les fois que , pour une même valeur 
-de y tûee de l'équation finale M — o, l’équation 

\Ax — B — o 

donnera x = |, on conclura qu’à celte valeur de y corres- 
pondent des valeurs multiples de x : il faudra donc reporter 
cette valeur dey dans le reste précédent du second degré . 
qui est la forme 

A'x 1 >+• B'x Xf- 

Le résultat de la substitution , égalé à zéro , fournira une 
équation d’où l’on déduira les deux valeurs de x. Si eetta 
équation donnoit encore f , on serait averti /comme 
dans le cas précédent, qu’à cette valeur de y correspondent 
plus de deux valeurs de * j et on effectuerait alors la subs- 
titution dans le reste du troisième degré , lequel étant égalé 
à zéro , donnerait les trois valeurs de x correspondantes à 
Une même -valeur de y. 

Si les deux équations proposées avoient un facteur com- 
mun qui ne contint que tune des deux inconnues , en éga- 
lant ce facteur à zéro , les deux équations seraient satis- 
faites , quelque valeur qu’on attribuât à l’autre inconnue : 
elles seraient donc susceptibles d’une infinité de solutions s 
d’où l’on conclurait , si ce facteur étoit donné par l’état 
de la question j que le problème est indéterminé r il y 
aurait encore lieu à la même conclusion , si ce facteur 
commun étoit fonction de x et dey. 

La méthode précédente conduit à des calculs d’autaut 
plus longs , que le degré des équationsdonnées est plus élevé. 
En parlant des mêmes principes , Euler réduit la recherche 
de l'équation finale à T’climmation d’inconnues entre des 
équations du premier degré. L’équàtion finale eny doit sa- 
tisfaire à la condition que ses racines substituées, succes- 
sivement au lieu de l’inconnue y dans les deux équations^, 
y introduisent un facteur commun * — et : ainsi il s’agit 
de trouver la relation qui doit exister entre les cœiüciens 
P , Ç , etc. P' , Ç', etc. , pour qu’on ait 

x m 4. Px m ~' 4. Çx m ~* + etc. 

3= ( x — et) [ x m ~ l -f Ax m ~‘ + Ba r m_1 + etc. ] (^| 

x n + P'x ,r " 4- Q'x h ~ m 4r etc. 

— ç x — * ) £ x" 1 4 A'.t rî- ' -f- B 1 u n ~ > 4" etc. J ....... . (A’J 
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où P , Ç , etc. P' , Ç 1 , etc. sont des fonctions de y. Pour 
évaluer les indéterminées 

A, B, C, etc., B’, C', etc. 
on multipliera 

(>/) par a-" - ’ + A'x”~ % -f* etc. 
et (.V) par x m ~* -f- Ax m ~* -j- etc. 
ce qui donnera 

( x” 4- Px m ~' 4- etc. ) ( x”-' + A"' 1 4- etc. ) 

= ( jt» 4- P’x"-‘ 4- etc. ) ( x m ~' 4- Ax m — 4 - etc. ) 

Effectuant les produits et comparant les coctüciens des 
mêmes puissances de x , 011 aura m -j- n — 1 , équations 
entre les indéterminées A, B , C, etc., A', B C ' , etc. Or 
le nombre de ces indéterminées est m 4- n — 2 , il suffira 
donc dcm4-n — 2 équations pour les évaluer; conséquem- 
ment il restera une équation entre les coefficiens P , Ç , 
B. , etc. , P' , Ç 1 , R' , etc. , qui devra être satisfaite pour 
que les équations proposées ( M) et ( 2 V) acquièrent un 
commun diviseur x — a. : celte équation de condition sera 
l’équation finale cherchée. Les inconnues A , B, C, etc. , 
xP , B' , C', etc., n étant pas multipliées entre clics, les 
équations résultantes des comparaisons seront du premier 
degré. L’équation finale étant résolue , on substituera suc- 
cessivement chacune de ses racines y dans les valeurs de 
A , B , C y etc., etc . , A’ , B’ , C , etc. On aura donc ainsi 
les quotiens des premiers membres de ( M ) et(iV) par 
le diviseur commun x — * qu’on obtiendra en elïectuant 
la division. 

Nous appliquerons cette méthode aux deux équations 

x * 4 “ r x 4 ~ v — 0 

X* 4” p' x 4 - ~ 0 

que nous supposerons décomposées comme il suit : 

x * -f" P x + q — ( x: — a.) ( x A } 
x x -j- p'x -{-</' =z (x — a.) ( as 4 -B ) 

d’où résulte, conformément à la* méthode, l’équation 
( x‘+px + q) ( x-\- B ) ï= (x*-\-p’x-\- </’) (x + A) 
de laquelle on déduit , après avoir effectué les multiplica- 


» 
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tioiis et comparé les coelliciens des mêmes puissances de jr , 


( I0 ) B -\-r = A +p' 

Bp -\~q— Ap' 4 - q 1 

( 3 °)* Bq—Aq' 


on tire des deux premières 

jB — P' ( P — p' ) • +■ Y — f 

P — p' 

a P (p—r' ) + ?' — ? 

p— p' 

La troisième est l’équation finale, 

Nous ferons une application de rptte méthode à la re- 
cherche de 1 équation finale résultante de l’élimination de 
x, entre les deux équations suivantes, 

x* -f- 3yx‘ 4- 3 y l x — 98 =s o 
4 yx — 2 y* — 10=0 

tiaitées précédemment : en représentant, par (c — a ) 1© 
tacteur commun du premier degré , nous supposerons 
4- 3yx* 4- 3 y\x> — 9 8= ( X — a) (x* + px + q) 
** 4“ 4 yx — 2 .y‘ -io=(j_(t) (x 4 - ? ') 
d’où résulte 

a 3 4- 3 yx' 4 . îy'x — q 8 x' + px + q 

**+4 yx — ay’ —10 ’ x+p' 

réduisant au mémo dénominateur , et effaçant de part et 
d autre le diviseur commun on obtient, 

* 4 + 3 y > 4- 3 y* Ij5»>_ 9 8 \x-g 8 p' 

+P' J 4 - 3 yp' j 4- 3 d* p ' f 



cctte équation étant identique , on aura les suivantes : 


P'+- 3 y —p 4 -jy (,) 

3 yp' + 3 j'* = q 4- qyp — 2 J* — 10 (2) 
— 9 ^ — 10 p — 2 -y*p .... ( 3 ) 

9 8p'= 2} V4- 'O? (4) 
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ï.es trois premières équations suffisent pour déterminer les 
coefficients p\ q , p, et elles donnent : 

, p' — p + y 
q = 8y* — py 4- io 

agy 3 + 4 ® y •+■ 98 

P gy* + 10 ; 

l'équation (4) devient donc 

** + * ( « £ % ?*) 

— i 6 y*—( 3 J 9 --± y^ ' 9 - ) ( + 10^)+ IOOJ 1 + 100 

d’où l'on tire 

98^ 4- ( 98 + 2j» + xoj' ) ( ) 

= i6_y* + 100 j * 4“ 100 

effectuant les opérations et les réductions , on trouve enfin 
43 y 6 4- 345 y * — i960 4- 750 j 1 — 2940^—4302=0 

résultat identique avec celui qu’on a obtenu par la première 
méthode. 

On peut au moyen de l'analyse précédente, résoudre ce 
problème : deux équations algébriques entre x et y étant 
données , trouver les relations qui doivent exister entre les 
coefficiens fondions de y , pour que tes équations admettent 
un commun diviseur du deuxième degre. 

Supposons que les deux équations données soient du troi- 
sième degré 

x 3 4 “ P x * + qx + r —o 
X* 4* p ' x 1 ~h 4 - T 3 — o, 

P,q, r, p 1 ,q', r' étant des fonctions de y. Si la valeur con- 
venable de y étoit connue, les deux équations résultantes 
de sa substitution ayant deux racines communes , auroient 

un commun diviseur du second degré de la forme 

( x — et) ( x — G) : réciproquement, si les deux équations 
proposées étaient divisibles par un facteur cQjRmun de celte 
l'orme , elles auroient deux racines communes : il faut donc 
déterminer p, q, r, p', q', r' par la condition que les deux 
m embres de chacune des équations 

x* 4 “ P x% 4 - qx r — ( x — et) ( x — G) (x A) 

x* 4 - p'x ’ 4 " <j' x + r J — ( x — O ( x — ( x 4 -B) 
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soient identiques. Divisant ces deux équations l’une par 
l'autre , l'équation résultante 

( xi 4 - px l -\-qx +») (x + S) 

= ( x» + p'x' -\-q'x-\-r) ( x 4 -A) 

aura lieu, quel que soit x. Développant les produits in- 
diqués, et comparant les coeiKcicns des mêmes puissances 
dex, on aura les quatre équations 

B +p — A 4 -p* 

Bp 4 - q — a p'+ q' 

Bq 4“ r = Aq' 4“ r 1 

Br = AP. 

Il n’entre dans ces équations que deux inconnues et B-. 
il restera donc deux équations entre p,q, r,p q' et 
qui exprimeront les conditions cherchées. On trouve pour 
A cl B 

A — — 

— r — P 

B ~ r — P 

puis ces deux relations 

(P — P' ) -*-/’'/•) 4-(r — P ) ( <7 — q' ) — o 

(p~p') ( qP — q'r) 4" ( r ~ r ' )* = O 
Ainsi la valeur de y propre h introduire deux racine*, com- 
munes dans les équations proposées , doit satisfaire aux deux 
équations précédentes ; conséquemment le commun divi- 
seur entre celles - ci fora connoître cette valeur de y. 

Si les deux équations proposées sont d’un ordre quel- 
conque, tel que 

x m 4 - P J m ~' 4” Qx m ~* 4" Bx m ~* . . . 4 - Tx 4 - V — O 

x” 4 -P'x”-' 4- ÇA"-* 4- R’x”~ 3 4- 4 - Tx 4- V=o, 

et qu’on veuille déterminer les relations qui doivent exis- 
ter entre les coellicicns , fonctions de .y , pour quelles obtien- 
nent deux racines communes , on sera conduit à l'identité 

( x m 4 - Px m ~' 4 - Çx m ~' 4 - 

4 - Tx 4 - V ) (x"-» 4 - A'x »- 3 4 - etc- ) 

= ( a"4- P'x*-' 4 - 4 - 

- 4" 27x4- V 1 ) ( x m ~ x 4 - Ax m ~ 3 4" etc.). 
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Mais en développant'et comparant les coclficjens des puis- 
sances semblables de x , on obtiendra m -j- n — 2 , équa- 
tions dans lesquelles les indéterminées A , B etc. A 1 , B' etc. 
seront au premier degré, ür le nombre des eoelliciens A, 
B, Ce te. étant m — 2, et celui des eoelliciens A', B', O etc. 
étant n — 2 , il suffira , pour les déterminer, de m -\-n — 4 
égalités : donc il restera deux équations entre les coclli- 
ciens P, Ç, R etc. P', Q' , R' etc., qui exprimeront les 
relations necessaires entre ces eoelliciens pour que les pro- 
posées aient deux racines communes. 

Il est facile , au moyen de ce qui précède , de décou- 
vrir les conditions qui doivent exister pour que deux 
équations d’un degré quelconque acquièrent trois ou un 
plus grand nombre de racines. 

L’analyse que nous venons d’exposer sert , dans la 
théorie des courbes , à distinguer les cas dans lesquels 
deux ou plusieurs points d'intersection correspondent à 
une meme abscisse. 

Recherche des racines entières des équations 
numériques. 

Une équation algébrique étant donnée , on peut tou- 
jours, par de simples transformations, la réduire à la forme 

x m Ax m ~ l -j- Bx m ~‘ -f- . . Tx -f- f'—o. 

dont les eoelliciens sont des nombres entiers , et on a vu • 
précédemment qu’une équation ainsi préparée ne peut 

avoir pour racine une fraction ^ ÿ ainsi les racines se- 
ront entières , ou incommensurables , réelles ou imaginaires. 

Soit a une des racines de l’équation (üf), on aura, par • 
la substitution , • 

a" -f- Aa m ~* -f- Ba m ~ x -f- k ,-f. Ta + V— O 

donc ^ 

V a = — ( û m “' + Aa”"* -f- Ban - 3 _j_ -j- T). 

Le second membre étant entier, V est conséquemment di- 
visible par c. Ainsi les racines eritières d’une équation 
divisent exactement le dernier terme : d’où il suit qu’en 
cherchant successivement tous les diviseurs du dernier 
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terme , et payant chacun d’eux sous les signes -f- et — , 
comme racines , on trouvera toutes les racines entières de 
la proposée, si elle en - admet de telles; ou si aucun des 
diviseurs du dernier terme n’a la propriété de satisfaire à 
la proposée, on sera assuré que celle-ci n'admet pas de ra- 
cines entières. 

Soit, pour exemple, l’équation 

x* — 7 x‘ -f- 14 x — 8 = 0: 

les diviseurs du dernier. terme, pris sous les signes , 

s . on *. 1 ’ 4 > 8, — 1, — 2 , — 4, — 8. Faisant les subs- 

titutions de ces nombres pour x , on trouve que •+• 1 , -{- 2 , 
-j- 4 réduisent le premier nombre à zéro ; d’où on con- 
clut que ces nombres sont les racines de l’équation proposée. 

Mais lorsque le dernier terme à un grand nombre de 
1 V j Seurs ’ * e procédé ci-dessus devient très -long. La mé- 
thode dont 1 exposition va suivre a pour objet d’assigner 
un caractère auquel on puisse reconnoître , à priori, ceux 
des diviseurs qui doivent être rejetés. 

Soit — a le diviseur qu’on veut éprouver : s’il satisfait à 
ta proposée , le premier membre doit être exactement di- 
visible par x + a ; et réciproquement , si x -f a divise exae- 
ement lequation proposée , — a est une des racines de 
celte équation : or pour que la division par x -f. a soit pos- 
sible, il faut que le premier membre soit de la forme 


x m -f- Ax”<-~ X -f- Bx”*-* -j_ 

+Tx-f- V — (x-j-a) . . .-f V), 

équation qui doit être identique : il faudra donc, après avoir 
effectue le produit indiqué , égaler les coefficiens des mêmes 
puissances de x; ce qui donne les équations 


(1°). 

( 2 °> 

(3°). 


. . a 7'*= V 

. . T + aS> — T 
. . S' 4- aR! = S 

« 


C m °). . . . A' a —A 


dont le 
A', B', 


nombre est — m. Or celui des indéterminées 
b , etc., étant m — 1, il suffira d’un pareil nom» 
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bre des premières équations precedentes pour le* évaluer. 
La dernière 

A' If- a — A 

devra donc être identique. On tire 


de (i°) . • • 

* * * 1 ~a 


, T— 7 * 

de (2°) . . . 

. . . S' — 

a 


, s — s f 

de ( 3 *) . . . 

. . .Jtf- „ 


A’ = 


B -B' 


de la dernière . 


. i = 


A-Aé 


Les nombres A'; B 1 R', S', T', etc. doivent donc 

etre entiers pour cjuc x -j- ci soit un diviseur de 1 équation , 
et de plus la dernière équation doit être identique; d’où 
suit cette règle. ' 

Pour connaître si x -a est un diviseur de C équation , a 
étant un des diviseurs du dernier terme , on divisera le dernier 
terme par a , ce qui , par hypothèse , donnera toujours un 
quotient entier ; puis on retranchera le quotient de T avant- 
dernier terme , et on divisera cette différence par a \ puis on 
retranchera le quotient de l'antépénultième terme, et ainsi 
de suite , jusqu'à ce qu'on soit arrivé au coefficient du se- 
cond terme de l'équation, dont la différence avec le quotient 
précédent , divisée par a , doit donner T unité. Lorsque le 
nombre a satisfera à toutes ces conditions , il sera racine 
de l’équation : dans le cas contraire , il doit être rejeté. 

L’unité étant diviseur de tout nombre , il taudra essayer 
l'unitc tant en plus qu en moins ^ ce qui sera très-expcditif. 

Appliquons cette méthode à l’équation 

a;i — 2i‘ — i3«+6=:o 

Les diviseurs du dernier terme , autres que + i et moins 
— i , sont 

2, 3 , 6,-2, — 3 , — 6 

et on trouve , en appliquant la règle , que le diviseur 3 
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est le seul qui satisfasse à toutes les épreuves : d’où on 
conclut que x •+- 3 est facteur de l’équation , et que — 3 est 
une racine. 

La méthode précédente exige que l’on sache trouver tous 
les diviseurs d'un nombre. Soient donc N un nombre 
quelconque , a., 6 , y } etc. , scs facteurs nombres premiers ; 
le nombre N pourra toujours être représenté par et”*. C".yr. 
etc. En ellct , la méthode à suivre pour décomposer le nom- 
bre N en facteurs premiers , consiste à essayer la division 
du nombre N successivement par les nombres premiers 
2 , 3 , 5, 7 , etc. Lorsque la division réussit par le nom- 
bre premier a, , on la repète autant de fois qu il est possi- 
ble, m fois , par exemple, et désignant le dernier quotient 
par P, on a 

N — e. m P 

Le nombre 2V n’étant plus divisible par et , on n’essaiera pas 
de diviser P par un nombre moindre que et ; carsiPétoit 
divisible par fl O le nombre 2 V seroit aussi divisible par fl ; ce 
qui est contre l'hypothesc. On trouvera successivement 

P ==. Gn ç , ç = yp R , etc. ; 

ce qui donne 

N=a. m C” yp etc. 

Si , après avoir essayé la division du nombre N par les 
nombres premiers 2 , 3, 5,7, etc. jusqu'à , on n’en 
trouve quciin qui divise N, on sera certain que N est 
un nombre premier. Car supposons que N soit divisible par 
un nombre premier fl > \/~N , on auroit donc, en appt laut 
P le quotient , 

fl P ; or < —jj. < Sf-tf : donc P < 

donc N seroit divisible par un nombre P moindre que Ÿ A , 
et , à fortiori, par jin nombre premier moindre que Ÿ ÏV , 
ce qui est contre l’hypothèse. 

Le nombre N étant réduit à la forme «t m . y*. S* , etc., 
aura pour diviseurs tous les nombres résultans de toutes les 
combinaisons que l’on pourra former en prenant succes- 
sivement pour m ,;n, p, q , ctc.Jcs nombres compris entre o 
et m , octn, etc. On obtiendra toutes ces combinaisons en 
développant le produit 


Ditjitized by Google 


d’ A I G ï B R ï. 267 

(*• + «■ + *■ -j + *”•) (C° 4-c* +s*+ .... 

+ C*) (y + y l + y‘ + .---7')« tc - 

donc le nombre de ces diviseurs sera 

( « + 1 ) ( » + 1 ) (/? + 1 ) ( y + 1 ) c,c * 

Le nombre 36o étant = 2 ’ X 3* X 5 , on formera tous les 
termes du produit 

( 1 -{- 2 + 4 -}■ 11) ( 1 + 3 + 9 ) (1 + 5). 
dont le nombre, qui sera celui des diviseurs, est 
(3+1) ( 2 + i) (1 + 0 = 24- 

Recherche des racines égales 

Si a est une des racines de l'équation 

x m +Ax m ~ l + Bx m ~'-\-. . .+2x + V=.o . . . . (^0 
le premier membre sera exactement divisible par x—a. En 
effectuant la division , on obtiendra pour quotient un poly- 
nôme du degré m — 1 :et dans le cas où ce polynôme se re- 
duiroit encore à zéro clans l’hypothèse de x — a , l'équation 
proposée auroit deux racines égales entre elles et =: n. Si, 
apres avoir effectué une seconde division par x — a , le poly- 
nôme résultant du degré m — 2 se réduisoit de meme a zéro 
par la substitution x — a, la proposée auroit trois racines 
égalés entre elles et = a. On se propose ici d assigner un 
caractère auquel on puisse rcconnoitre la présence de ces 
racines, puis d’exposer la méthode à suivre pour les déter- 
miner. 

Dans l’équation (W) , x représente l’une quelconque des 
racines : soit x' une autre racine aussi quelconque de la même 
équation , et on aura 

x' m + Ax lm ~‘ + Bx' m ” + . . . . Tx' + o. . . . (JV) 

Si u désigné la différence entre les racines x' et x , en- 
sorte qu’on ait 

x' = x + u 

la substitution de x' dans (i^) donnera une équation qui , or- 
donnée par rapport aux puissances successives de la diffé- 
rence u , considérée comme inconnue, sera encore du degré 
m , et aura pour racines toutes les différences possibles entre 
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les racines de la proposée : si on l’écrit en commençant par 
les derniers termes , on trouvera un résultat de la forme 

X -f- Yu -f* Z u 1 -}- IUP -J- . . . . -\-u m = o . . . . ( P ) 

X, Y , Z , etc. étant des fonctions de x , telles que 

X -zx^ + Ax 7 "-' -f Bx m ~ J + .... + Zlr-f- V 

Y —mx m - t +{m—l) Ax m ~'-+-(m—2) Bx ”‘~ 3 +.. . .-f T 

Z =ç ? <■.”-'! ^-*4. Ç"- 1 ) Axr»-* 

2 1 a 

+ (m ~ a) (ct ~ 5) Bx”"* +etc. 

2 

etc. 

Tous ces coefficiens X , Y, Z , etc. dérivent les uns des autres 
suivant une loi uniforme ; d’ailleuis il est visible que le 
premier coefficient X se compose de la somme des pre- 
miers termes desdéveloppemeus de(x -f- u)m , A {x u )"•“*, 
etc ; le second T est la somme des coeHiciens des seconds 
termes des mêmes développemens , et ainsi de suite. 

Les racines de la proposée étant a , b , c , etc. , celles de 
la transformée en u seront a — x , b — x , c ~ x , etc. c'est-à- 
dire , toutes les différences entre une racine x et chacune 
des autres; donc si pour x dans (P) , on snhstituoit une quel- 
conque des racines a , b , c, cette équation aurait pour ra- 
cines les différences entre la racine substituée , chacune des 
autres et elle-même. Soit donc qu’on fasse dans (P) x ■=. a, 
x=b,e te., on aura toujours une racine u = o ; ainsi la 
transformée sera réductible au degré m — 1. En eflet , son 
dernier terme X, qui n’est autre que le premier membre de 
la proposée devient nui lorsqu’on met pour x l’une quel- 
conque deslracines, et alors l’équation (P) devient divi- 
sible par u , et se réduit à 

Y *1— Zu — f— Y u * -f- .... — u m ~ x zx o • . « . (0 

Il résulte de ce qui précède , que si deux quelconques des 
racines deviennent égales entre elles, l’équation ( Q ) donnera 

uxxo 

ce qui exige qu’on ait 

Y—o 

Ainsi lorsque la proposée a deux racines égales , les deux: 
équations 

X=.o, Y = o 

ont 
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ont lieu en même temps, c’est-à-dire quelles ont line ra- 
cine commune qui est une des racines égales. 

Réciproquement , si les dciix équations 

X ~o et Y — o 

ont une racine commune , la proposée aura deux racine* 
égales. En effet , cette racine substituée dans l’équation (JP) , 
fera évanouir le dernier et l’avant- dernier terme , donc 
cette équation devient divisible par u x , conséquemment deux 
de ses racines sont nulles : fune est a — a , ou b — b , etc ; 
l’autre a — à ou a — c , etc; donc ou a — b , ou a = c , etc. 

'D’où suit cette règle pour reconnoître si une équation a 
deux racines égales : Formez t équation (jP) et posez X— o , 

Y— o : si ces deux polynômes ont un commun diviseur , il 
se trouve deux racines égalés parmi celles de la proposée : 
dans le cas contraire , il t n’existe pas de telles racines. 

Si la proposée a trois racines chacune égale à a , l’équa- 
tion ( P ) aura trois racines égales à zéro ; ce qui exige qu’on • 
ait en meme temps 

X se a , Y — o , Z = o 

Donc cette racine réduira à zéro les deux polynômes Y 
et Z , qui auront pour commun diviseur x — a. 

Réciproquement, si W trois coeHiciens 
Xxx.o, Y—o, Z ~o 

ont un commun diviseur , on démontrera, comme, {^-des- 
sus , que la proposée admet trois racines égales. 

En général la condition nécessaire et suffisante pour que 
la proposée ait n racines égales ou un facteur de la forme 
(.r — a n , est que les n premiers coeHiciens de l’équation 
(P) ordonnée par, rapport aux puissances ascendantes de 
11, aient un commun diviseur. 

Il résulte encore de ce qui précède , que si la proposée , 
outre les n racines = a , contient n 1 racines = à, les n' pre- 
miers coeHiciens de l’équation (P) auront pour commun di- 
viseur x — b ; si de plus elle renferme n" racines=c , les n * 
premiers coeHiciens de (P) , auront >un commun diviseur 
x — c, et ainsi de suite. L’analyse suivante conduit, dans 
le cas général, à deux équations, dont l’une résulte du 
produit des facteurs multiples élevés chacun à la première 
puissance, et l’autre est le produit de tousles facteurs inégaux. 

Soit 

a m -f- Ax m ~ x -f- etc. 

= ( x — a \ n ( x — b ( x — c Y" ( x — d ) ( x — e ) etc. 

Tome 11 . S 
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l’équation en u sera 

X-\-Yu-\-Zu'-+Vu'J r . . . 

= (x-a-\-Lt* (x - b-\-Uj n '\X - n '\x- d-\~u) (x - e-^~u) etc. 

et développant , on trouve , après avoir ordonné suivant les 
puissances ascendantes de u, 

JT 4* Y a 4- Zü 1 -f- Fit 3 4. etc. 

= (as— -a)*(x — •b) n ' (x — c )""(* — d) ( te — e )ete. 
-}-n(x — a) n ~‘ (x — b'/ 1 ' (.r — c)”" (x — d ) ( x — e ) etc.) 

4- n 1 ( x — a ) n ( x — b ( -r — c )"" ( x — d ) ( x — e ) etc- 1 
4- n" ( x — a ,* ( x —b /*'( x — c ( a: — d) ( .r — e ) etc. \u 

4- (x — a)" (x — b )”' ( x — c )""( x — e ) etc.I 

4- ( x — a }» ( x — b Y' C •* — c Y" ( x — rf ) etc. J 

4- etc. 

On voit, d’après ce résultat , c’est-à-dire , en compa- 
rant X et Y avec les coefticiens des mêmes puissances 
de it dans le second membre , que le commun diviseur 
entre X et Y se composera du produit de tous les facteurs 
multiples de la proposée , élevés chacun à une puissance 
moindre d’une unité. Soit D ce commun diviseur , on aura 

D — ^x — a Y' 1 {x — bY'~* (x — c'Y"~'. 

Mais 


X—(x — a Y ( x — b Y' (x—c)*" (x — d)(x — e) etc. 


donc si l’on divise X par D , et qu’on désigne le quotient 
par Ç , on trouvera 

Ç — (x — a) (<c — b ) (x — c ) (x — d) (x — e ) etc. 

qui résulte du produit des facteurs égaux élevés chacun à la 
première puissance , multipliés par les facteurs inégaux : 
ainsi l’équation 

Q—° 


n’aura plus de racines égales. On peut encore obtenir un 
résultat plus commode . en cherchant le commun diviseur 
entre De t Ç : car soit D’ ce commun diviseur, on trouvera 

TJ* = Çx — a ) ( x — b ) ( x — c). 


Ainsi l’équation 

• \ : 
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résultera du produit des seuls facteurs multiples de la pro- 
posée, élevés chacun à la première puissance. Divisant 
ensuite Ç par D', on aura , en désignant le quotient par Ç', 

Ç' = ( # — d ) ( x — e ) etc. 

en sorte que des deux équations 

£)' — o , ç' o 

qui n’auront que des racines inégales , la première donnera 
les racines égales , et la seconde les racines inégales de la 
proposée. 

Pour connoître le degré de multiplicité de ces racines , il 
faudroit diviser la proposée autant de fois que possible 
par chacun des facteurs de , 

£' = o. 

Méthode pour trouver la partie entière des ra- 
cines incommensurables d’une équation , et 
théorèmes préliminaires . 

On peut toujours, au moyeu des méthodes précédem- 
ment exposées, supposer une équation tellement réduite 
qu’elle ne renferme plus que des racines incommensurables 
ou des racinesimaginaires.il s’agit donc maintenant d’e .poser 
la Suite des opérations à effectuer pour trouver, j°. la par- 
tie entière des racines incommensurables a 0 . la partie déci- 
male, avec toute l’exactitude que requiert l’état de la question. 
Soit, à cet effet, l’équation 

a " — Aj -p Rx™-' + Tx — V ïsto . . . . : (H/). 

si en trouve deux nombres qui substitués successivement pour 
x . donnent des résultats de signe ; contraires , on pourra 
conclure que l’é/uü/ion aura . au moins , une roc ne réelle 
comprise entre ces deux nombres. 

lin effet , désignons par P la somme de tous les termes de 
l’équation , qui ont le Signe -f- , et par Ç la somme de tous 
ceux qui ont le signe —, en sorte que (M) soit repré- 
sentée par 

P— Ç) — o 

et supposons que les deux nombres p et q , qui donnent des 
résultats de signes contraires , soient positifs, que p soit le 

S % 
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plus petit et q le plus grand , et que la substitution de p 
pour x donne un résultat négatif, et celle de q pour x un 
résultat positif, ou, en d’autres termes , que pour* = ;p la 
différence P — Ç devienne négative , et que pour x-=zq 
elle devienne positive : il résulte de la forme des quan- 
tités P et Q qui ne contiennent que des termes positifs et 
des puissances entières et positives de x, que ces fonc- 
tions croissent à mesure que x augmente , et qu’en fai- 
sant augmenter* par des degrés insensibles depuis p jus- 
qu’à q , elles croîtront aussi par des degrés insensibles , 
mais de manière cependant que la fonction P croîtra plus 
rapidement que la fonction Ç, puisque de plus petite quelle 
étoit, elle devient plus grande que Q : donc, entre les deux 
valeurs p et q de * il y en aura nécessairement une à 
laquelle correspondra 

P — Q ou P — Q — o 

Cette valeur de * sera une racine de l’équation ( M ) : 
donc , etc. 

Si .les nombres p et q étoient de signes diHérens , ou tous 
deux négatifs, les termes de l’équation , qui contiendraient * 
à des puissances impaires , deviendraient négatifs: Pet Ç ne 
représenteraient plus , comme dans le cas précédent , une 
somme de termes essentiellement positifs ; on ne pourrait 
donc plus faire usage du même raisonnement : mais , au 
moyen d’une transformation bien simple , on peut ramener 
«ç cas au précédent , comme il suit. 

Soit r un nombre tel que r -f- p et r q soient des nombres 
positifs : si daus ( M ) on suppose 

* —y — r, doù * -j- r=y 

on aura une éouation en y dont les racines seront plus 
grandes que celles de ( il f ) de la quantité r. Les nombres 
r-\-p et r-f-<7 , substitués successivement pour y donnerout 
des résultats-de signes contraires , puisque ces substitutions 
reviennent à celles de p et q pour * dans (M). Donc , 
d’après la proposition précédente , l’équation en y aura , 
au moins, une racine réelle comprise entre r-\-p et r-\~q , 
et conséquemment la proposée aura , au moins , une telle 
racine comprise entre p et q. 

Toute équation de degré impair a , au moins , une racine 
réelle positive , lorsque son dernier terme est négatif , et néga- 
tive , si son dernier terme est positif '. 

En ellèl , supposant * = o , l’équation se réduit au der- 
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nier terme : ainsi cette substitution donne , dans le premier 
cas , un résultat négatif; reste à faire voir qu’on peut tou- 
jours substituer pour x une valeur telle que le résultat soit 
positif. Soit , à cet effet , l’équation proposée 

x m — Aa m ~ x -\-Bx m ~‘—Cx m ~ 3 -{~. . . ,-\-Tx — Vz=.o . . .(A/) 


et prenons 


x — k -f-i 


* étant une quantitfhqui doit être déterminée d’après 
condition que le résultat soit positif : on aura 


la 


x m =z(k-\- l ) m =k(k 1 -f ( k 4 I )■“* 

( k 4- 1 )™- 1 = k ( k 4 1 )"•* + (* + 1 )”*"* 
( k 4 x )■*“» = k ( k 4 1 4 ( k -f- x 

( * 4 1 )™- 3 =A( k 4 I )»-++ ( k 4 1 )»'♦ 

etc. 

(*+1 ? =*(*4-1) + (*40 

Donc 


(*4.i)"=*(*4-i)"-'4-Ar(*+i)’»- i +*(*4-i) n '- 3 4- 

+ *(* + i) + (*+0 W 

I.e résultat de la substitution de (*4- O pour x dans les 
autres termes de (>/) sera 

— ^(*4-i;"-*4- J B(*4 1 /■-*_£(* 4-i)’"-» 4 . 

4-T(*4-i)— V (P) 

en sorte que le premier membre de (Af), ou la somme des 
résultats (.V) et (P) est 

(*— ^)(*+ 0 --'+(* 4 -B) (*4-1 )"■-*+(*— Ç) (*4-i) m_, 4- .... 

(*4-T) (*+i) + (*+i)-^ (0 

S étant le plus grand coefficient négatif de la proposée , il 
est clair que l’hypothèse 

k — S 

satisfera à la condition énoncée. Si tous les coefficiens étoienf 
négatifs et égaux entre eux , ce qui est le cas plus défa- 
vorable , le résultat ( Q ) serait encore rendu positif par 

k = S 


/ 
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puisqu'il deviendrait 

S 4 i ~S = + i. 

On conclut de là que si , dans un polynôme , on substitue 
pour sc le plus grand coefficient négatif , pris positivement et 
augmenté de l'unité , te résultat sera nécessairement positif. 

Lorsqu’il se trouve dans l'équation proposée , à partir du 
premier terme , plusieurs termes positifs avant le premier 
terme négatif, on peut encore obtenir un résultat positif, 
en prenant pour x un nombre moiqfPe que 5 + 1, S ayant 
l’acception ci-dessus. 

Soit m — n l’exposant de x dans le premier des termes né- 
gatifs de l’équation 

•x" -f Ax”*-' + Bx~~* 4- Cx ”- 3 -f etc. — Mx™-” 

• JpTx—V^o (M) 

e‘ soit k un nombre à déterminer par là condition que 
le nombre * + i substitué pour x donne un résultat po- 
sitif : il est visible qu’on peut écrire 


(1°) 

. .(* 4- 1 )«= k 4*4- 1 )""* (*4“ 1 )“ " 



(*") 

. . ( A i )«-* — *(* 4-7 )■-’ (14i )«-(»+*) 


4- ( * 4 * )"”* 

(3°) 

..(*4- 1 ) m_ * —a ( X'4- r (*4-1 


4-(*4i ) m ~* 

etc. 

et ainsi de suite en continuant la même décomposition 
jusqu’au terme 

(* + !)•:=* (*+!)*-« +(*+!)«-* 

Si on pose 

* ( k 4 - r )»“* = P 

on aura , par la substitution de k 4- i pour j* , 

(*4 x 1 , m-,, 4-.P<A:4-i ) m 4 n + 0 4JP(*4 + 04». 

Si, dans les termes compris entre le premier et celui qui 
çonlient l'inconnue avec l'exposant m — «, termes qui , paç 
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hypothèse , sont positifs , on fait les substitutions (z u ) , 
( 3 °) , etc. , ce qui donnera un résultat Ç , et qu’ensuite 
on écrive k 4 1 pour x dans ceux quî suivent , on aura 

Q — M(k + 1 )m-»+A-(Â:+i y ’"-(' + 0 + - • • — V... (P) 
en sorte que 

(M) = Ç-KP — M) (A+O”-» , 

4- ( p 4. N) ( k 4- 1 )»-(»+») + — V 

Si maintenant on détermine k par la condition que P soit 
égal au plus grand coefficient négatif, le résultat de la 
substitution sera positif: il en serait, à plus forte raison , 
de même si pour P on prenoit un nombre plus grand : on 
pourra donc supposer 

P ou k ( A- + 1 )*”• = ou > S 

S étant le plus grand coeflicient négatif ,- cette condition 
sera remplie en faisant 

k n — S , d’où k = V' S 

Ainsi, dans le cas où le premier et le second termes se- 
raient positifs , il suffirait , pour obtenir un résultat positif , 
de prendre la racine carrée du plus grand coefficient négatif , 
augmentée de l’unité. Si le troisième terme étoit aussi positif, 
on se bornerait à la racine cubique du même coefficient , 
à laquelle on ajouterait l’unité. Dans le cas ou le second 
terme est négatif , on a n = 1 et 

\f~s 4*"^ = - s 4 * 1 

ce qu’on a déjà trouvé. 

Ces théorèmes servent principalement , comme nous le 
verront bientôt , à doniftr les limites entre lesquelles sont 
comprises les racines positives d’une équation. 

71 

Puisque les nombres o et S 4 1 ou o et VS 4 * 1 » subs- 
titués successivement au lieu de x dans (<T d ) , donnent des 
résultats de signes contraires , il en faut conclure que la 
proposée a, au moins, une racine plus grande que zéio , 
et plus petite que S 4 * 1 > ^ f l ue > ,P ar cons< ^ c I ucn ^ > e *' e 
a, au moins, une racine réelle et positive. 

Si le dernier terme de la proposée est positif, ce qui 

S 4 


I 
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est le second cas distingué, en changeant les signes des puis- 
sances impaires de x , on aura une transformée dont le pre- 
mier terme sera négatif , et dont les racines seront les. 
mêmes , aux signes près , que celle de la proposée ; et , 
changeant ensuile tous les signes pour rendre le premier 
terme positif, le dernier deviendra négatif. Donc la trans- 
formée aura au moins une racine réelle positive , et con- 
séquemment la proposée en aura , au moins, une réelle et 
négative. 

Toute équation de degré pair dont le dernier terme est né- 
gatif, a, au moins, deux racines léelles , t une positive , et Vautra 
négative. 

En eflèt , pour 37 = 0, l’équation se réduit au. dernier 
terme qui, par hypothèse, est négatif; supposant ensuite 

x — S — f- 1 

S ayant la même acception que ci-dessus , on obtient un 
résultat positif : donc l’équation a , au moins, une racine 
comprise entre o et J-f- 1 , c’est-à- dire , au moins une racine 
réelle et positive. Si l’on change dans la même équation 
les signes des puissances impaires , le premier terme et le 
dernier conserveront toujours le même signe : donc, d’après 
ce qui vient d’être démontré , la transformée aura , au moins , 
une racine réelle et positive, et par conséquent la proposée 
en aura , au moins, une réelle et négative. 

On a prouvé précédemment que le premier membre d’une 
équation étoit toujours divisible par le facteur simple cor- 
respondant à chacune de ses racines; donc si l’équation pro- 
posée est du degré m , et a n racines réelles a, b, c , etc., 
en divisant l’équation par le produit ( x— -a ) ( x — b ) ( x — c) 
etc. , on aura pour quotient un polynôme du degré m — n , 
lequel ne deviendra jamais négatif, quelque valeur qu’on 
donne à x : car s’il existait une valeur de x qui le rendît 
négatif, comme on pourroit assigner pour x une autre valeur 
qui le rendit positif, on auroit deux valeurs de x, qui, subs- 
tituées successivement au lieu dé*l’inconnue , donneraient 
des résultats de signes contraires , et conséquemment il 
existerait une valeur intermédiaire h , pour laquelle le po- 
lynôme quotient serait =0; l'équation auroit donc , en 
outre , la racine réelle h, ce qui est contre l'hypothèse; 
donc ce polynôme sera toujours de degré pair avec un 
dernier terme positif : d’où résulte cette conclusion : 

Le dernier terme et une équation sera nécessairement positif 
eu négatif, suivant que le nombre de ses racines réelles po- 
sitivés sera pair ou impair . 
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Si les deux nombres p et q , qui substitués successive- 
ment au lieu de l’inconnue , donnent des résultats de signes 
contraires, ne diHèrcnt que de limité , le plus petit de ces 
deux nombres, s’il est entier, ou le nombre entier , immé- 
diatement au-dessous , s’il n’est pas entier, sera la valeur la 
plus approchée , en moins, d’une des racines de l’équation. 

Si la différence entre les nombres p et q est plus grande 
que l'unité, en substituant successivement depuis p jusqu'à 
q , les nombres 

P, P + i,P + 2. P + 3 q 

il y aura nécessairement deux substitutions consécutives qui 
donneront des résultats de signes alternatifs : donc .puisque 
les nombres qui auront fourni ces résultats ne aillèrent 
entre eux que de l’unité , le plus petit des deux sera , comme 
nous l’avons déjà observé , la valeur entière la plus appro- 
chée , par défaut , d’une des racines de l’équation. 

I.a difficulté se réduit donc à trouver deux nombres qui 
substitués pour x , donnent des résultats de signes contraires: 
mais pour réduire au plus petit nombre possible les substitu- 
tions inutiles , il convient de calculer des limites entre les- 
quelles les racines soient toutes comprises. Or une deees li- 
mites est , d’après ce qui a été démontré , la somme du plus 
grand coefficient négatif , pris positivement , et de l’unité , 
et à fortiori f tout nombre positif plus grand: ainsi la plus 
grande racine positive sera toujours moindre que S -f- 1 , 

S ayant l’acception convenue précédemment. Si l’on fait 

1 

x — — 

y 

les racines de la transformée en y seront les puissances néga- 
tives des racines de la proposée; prenant donc pour une 
quantité plus grande que la plus grande racine positive de la 
transformée , —■ sera une quantité moindre que la plus petite 
racine x : donc si on suppose 1 

y — S' -f-r 

l’étant le plus grand coefficient négatif de la transformée , 
pris positivement , — ^ . sera moindre que la plus petite ra- 
cine de l’équation proposée. Donc toutes les racines réelles 
et positives de la proposée , seront comprises entre les limites 
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partant les nombres à substituer doivent être compris entre 
les mêmes limites. 


Les limites S 4 i et 


s' + I 


ne sont pas toujours aussi 


w T 

rapprochées qu’il est possible ; on les trouvera telles au 
moyen de l'analyse suivante qui est due à Newton. Pour faire 
connoître sa méthode ..reprenons l’équation 


x m — A x m ~ x 4 — Cx”~ 3 -J-.... + V—o 

Si on suppose 

x — - z 4 1 


les racines de la transformée en z seront moindres de la quan- 
tité /que celles de l’équat.on en x ; donc , si l'on détermine 
/ par la condition que tous les termes de la transformée 
soient de memes signes , cette transformée ne pourra avoir 
que des racines négatives, et par conséquentle nombre /dont 
chaque racine de la proposée a été diminuée, surpassera 
nécessairement la plus grande de ces racines. 

La transformée en z sera 


X 4- Yz 4- Zz % 4- TJz 3 4-elc. = o 
dans laquelle 

X — /»» — Al m ~' + B <’ m ~* — Cl”- 3 4- etc. 

Y — ml”-' — (m — i) Al”~‘ 4“ lit”- 3 — etc. 

Z — m ■ ■ l m ~* — {m — i) — — - Al”-* 4“ etc. 

U = m. 2X1 ”1X2 T- 5 — etc. 

a a 

Ainsi on cherchera une valeur de/, qui, substituée dans 
les quantités^, Y, Z , etc., les rende toutes positives , en 
commençant par la dernière de ces quantités , laquelle n’aura 
que deux ternies, et remontant successivement aux autres : 
de cette manière o:i déterminera facilement le plus petit 
nombre entier qui pourra être pris pour /, nombre qui sera 
la limite la plus proche cliercnée. Cette méthode n’a pas-, 
comme les précédentes , l'avantage de donner le résultat sans 
aucun tâtonnement, mais du moins elle le donne toujours 
le plus exact possible. 

I.e but des substitutions successives est d'obtenir autant 
de couples de résultats de signes contraires que l'équation pro- 

Î osée a de racines réelles et positives : examinons quel doit 
tre l’intervalle à mettre entre les nombres à substituer pour 
satisfaire à cette condition. 
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Soient^, b , c, d, etc. les racines réelles d’une équation 
propos ée : son premier membre sera de la ibrme 

(ar — a) (.r — b) (x — c) (x — d). . . . X Y—o 

Y étant un polynôme qui, d’après ce qu’on a démontré , ne 
peut jamais devenir négatif, quelque valeur qu’on substi- 
tue pour x. Si on prend pour x un nombre p plus grand 
ou plus petit que l’une et l’autre des deux racines a et b , puis 
pour x un nombre y plus petit ou plus grand que chacune 
des mêmes racines , et tel que le produit des autres fac- 
teurs ( x — c ) (a; — d) etc. soit de même signe que dans [ hy- 
pothèse 3;=^?, les résultats des deux substitutions seront de 
même signe , quoique les nombres substitues comprennent 
deux des racines. On prouveroit de la meme manière que 
deux nombres qui donnent des résultats de même signe peu- 
vent intercepter un nombre pair ou , en général , 2 k racines 
réelles. Ainsi la réciproque du théorème énoncé plus haut 
n’a pas lieu. Si on prend pour x un nombre p plus petit ou 
plus grand que chacune des trois racines a , b , c , puis pour 
x un nombre y plus grand ou plus petit que chacune des 
mêmes racines , et tel que le produit des facteurs (x — d) 
(.r — c) etc- soit de meme signe que pour x-=p , on aura des 
résultats de signes diflérens : donc deux nombres qui don- 
nent des résultats de signes contraires peuvent intercepter 
||ois ou , en général , (2 k -j~ 1) racines réelles. 

Il suitdc-là que si l’équation a plusieurs racines réelles qui 
diffèrent entre elles dune quantité moindre que l'unité , 
en prenant l’unité pour la différence des nombres à substi- 
tuer, le nombre des résultats de signes ditféreus pourroit 
cire moindre que celui des racines réelles. 

Pour obvier à cet inconvénient, nous démontrerons que si 
Von substitue successivement au lieu de x deux nomb es dont 
l’un soit plus grand et l'autre plus petit qu'une des racines , et 
put different en même temps Vun de T autre d'une quantité 
moindre que la plus petite différence entre les rac.nes réelles de 
l'équation , ces deux substitutions donneront nécessairement 
deux résultats de signes différais. 

En eHét , soit a la racine en question ,b,e,d, etc. étant les 
auties racines réelles , l’équation sera 

( ’x — a) (x — i) (.r — c) (x — d) etc X Y=o .... (.!/), 

Y étant le produit des facteurs correspondons aux autres 
racines. Supposons 

p>a, q<ae\p— 7 < «f 
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<f étant la plus petite différence entre les racines, le résultat de 
la substitution de p pour x dans la proposée sera 

( P — a) (p—b) (p—c) (p—d) etc (R) 

et celui de la substitution de q pour x sera 

(g — a) ( q-b ) ( q-c ) ( q—d ) etc XÇ....CS), 

P et Ç étant ce que devient la fonction 7 lorsqu’on remplace- 
x par p. D’après les hypothèses faites sur p et q , les deux; 
facteurs p — a et q — a seront de signes différens , d’ail- 
leurs les résultats JP et Ç ne peuvent pas devenir négatifs;, 
donc les résultats (P) et (S) seront de signes différens , si 
chacun des facteurs p — b ,p — c, etc. est de meme signe que 
celui qui lui correspond dans (S). Or si p — b , q — è pou- 
voient être de signes différens , la racine b seroit comprise 
entre p et q ; donc les nombres p et q comprendroient les 
deux racines a et b ; donc on aurait 

a — b < p — q 

ce qui est contre l’hypothèse , puisqu’on a supposé p — Ç <C 
que la plus petite différence entre les racines a, b, c,etc. 

Il suit du théorème précédent , qu’en substituant entre 

les limites - 7 — — et S 4- 1 une suite de nombres qui diflè- 

rent entre eux d’une quantité moindre que la plus petits 
différence entre chacune des racines réelles , les résulta* 
correspondans formeront une série dans laquelle il y aura au- 
tant de changemens de signes que de racines réelles positives 
dans l’équation proposée, d’où l’on déduira la valeur entière 
approchée de chacune d’elles. 

Les théorèmes sur lesquels repose la résolution des 
équations numériques , peuvent se déduire de considérations 
géométriques qui ont l’avantage de faire voir à l’œil meme les 
principales propriétés des équations. 

Reprenons l’équation générale. 

PI. A x m Ax m ~ l -J- Ba. '*”* -{- Cx m ~ 3 . . . . -J- Tx 7 — 0 

flg, ^ , 

j et représentons par des lignes droites les valeurs successives- 
que nous attribuerons à l’inconnue x , ainsi que les valeurs 
correspondantesquerecevra le premier membre de l’équation : 
mais alors, au lieu de supposer le second membre égal à 
zéro , nous le représenterons par y , parce que , parmi les 
valeurs prises pour x , il s’en trouvera d’autres que celles 
qui réduisent le premier membre à zéro , et pour lesquelles 
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y prendra différentes valeurs. Cela posé , nous porterons 
les valeurs successives de x , rapportées à une ligne prise 

S our unité, sur une droite indéfinie AB , à partir a’un point 
.xe O , çn convenant d’étendre les valeurs positives de x sur 
la partie O B , dans le sens de gauche à droite , par con- 
séquent les valeurs négatives de x sur la partie opposée O A , 
ou dans le sens de droite , à gauche. Soit donc O P une 
valeur quelconque de x ; pour représenter la valeur corres- 
pondante de y , nous mènerons par le point P une perpendi- 
culaire à la droite OP, et si la valeur correspondante de 
y est positive , nous la porterons sur cette perpendiculaire en 
P Q , ou au-dessus de la droite O B-, dans le cas contraire , 
on étendra y sur le prolongement de P Q .en dessous de AB, 
région des valeurs négatives de y. Répétant la même opé- 
ration pour les valeurs de x , tant positives que négatives , 
valeurs qu’on fera croître par des degrés tres-rapprochés , 
et joignant les extrémités de toutes ces perpendiculaires , on 
aura une courbe qui sera le tableau de l’équation 

x m -J- Ax m ~' -{- Bx m ~* -j-f-z 1 "- 3 -)- etc. =.v 

Cette courbe ainsi décrite, il est clair que les intersections 
G , I , M , N , R, etc. , avec l’axe A B , donneront les racines 
de l’équation proposée , car commfe cette équation n’est 
satisfaite que par les valeurs de x , qui douuent y = o , 
les racines sont donc les abscisses qui répondent aux points 
dont les ordonnées sont nulies , c est-à-dire , dans lesquels 
la courbe coupe l’axe A B 5 ainsi les racines de l’équation 
proposée seront 

OM, ON, OR, etc .— Ol—OG, etc., 

ces dernières ayant le signe — , parce que les intersections 
I, G, etc. tombent à gauche clu point O. Cette construc- 
tion donne lieu à des remarques générales sur les équations. 
i°. Comme l’équation de la eourl>e ne contient que des puis- 
sances entières et positives de l'inconnue x, il est clair qu’à, 
chaque valeur de x répondra une valeur déterminée dey , et 
que cette valeur sera unique et finie tant que l’abscisse x sera 
huie : mais comme rien ne limite les valeurs dex, elles pour- 
l’ont ctre supposées infiniment grandes , tant positives que 
négatives , et il leur répondra aussi des valeurs dey infini- 
ment grandes :d’où il suit que la courbe aura un cours continu 
et simple , et qu’elle pourra s’étendre à l’infini à droite et à 
gauche de l’origine O. 

Il suit de- là que la courbe r.e pourra passer d’un côté de l'axe 
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à l'autre sans le cmii)er , et qu’elle ne pourra revenir du tnéilKî 
côté qu'après l’avoir coupé deux fois : par conséquent, entre 
deux points de la courbe, placés du meme côté de l’axe, il y 
aura nécessairement un nombre pair d’intersections ; au con- 
traire , entre deux points placés I un au-dessus et l’autre au- 
dessous de l’axe, la courbe aura un nombre impair d’inler- 
• sections. 

Donc si on a trouve deux valeurs de y , de signes différens . 
on sera assuré qu’entre les valeurs correspondantes de x il 
tombera nécessairement un nombre impair de racines de la 
proposée,, une, ou trois, ou cinq, ou en général (2 A -f- 1) ra- 
cines, etc. ; de sorte que , dans ce dernier cas , on conclura 
sur-le-champ qu’il y a , au moins , une racine de la propo- 
sée entre ces 'deux valeurs de x : au contraire, si l’on a deux 
valeurs de. y de meme signe , il ne pourra tomber entre les 
deux valeurs correspondantes de x qu’un nombre pair de ra- 
cines, c’cst-à-diie qu il n y en aura aucune, ou qu’il y en aura 
deux ou quatre, etc. ou en général 2 k : mais si la différence 
entre deux valeurs de x est moindre que la plus petite dis- 
tance entre deux intersections , c’est-à-dire , moindre que la 
plus petite différence entre les racines , il est facile de voir , 
par la nature de la courbe . que les deux valeurs de x ne com- 
prendront qu’une seule racine lorsque les valeurs de y corres- 
pondantes seront de signes différons, et qu'elles nen com- 
prendront aucune , si elles sont de mêmes signes. 

P ] Il nous reste à faire connoître un procédé aussi simple 
A. qu’élégant , au moyen duquel on construira l’ordonnée y cor- 
r ‘g- respondanles aux différentes valeurs de l'abscisse x. l’ouc 
a * cela , nous représenterons l’équation proposée par 

a -j- J.r -f- ex* -f- </x* -f- etc. — n 

en écrivant les termes dans l’ordre inverse; l’équation à la 
courbe sera 

y = a -f- bx -f- ex* -J- dx 3 -f- etc. 

Ayant mené la ligne 0 ,X prise pour axe des abscisses dont 
l'origine est supposée en O , on portera sur cette ligne la par- 
tie O I , égale à l’unité des quantités a , b , c, qu’011 peut 
supposer exprimées par des nombres; puis ayant élevé aux 
points O' tiles perpendiculaires OD , IM , on pqitera sur la 
ligne OD les pai tics OA = a , AB=.b, BC—c ,CD-=.d, 
et ainsi de suite; puis à partir de O la ligne ( P = .c , et du 
point P la perpendiculaire PT. Si , par exemple, rfcstle 
dernier des eoetliciens a , b , c, etc. , en sorte que la proposée 


Digitized by Google 



d’ A L G E B R B. a83 

ne soit que du troisième degré , et qu’il s'agisse d'avoir la 
Valeur de 

y = a -{- bx ex* -+• dx 5 

ayant mené d’abord la parallèle DM à l’axe 01, on fera cette 
construction : on joindra les points M et Cpar une droite qui 
rencontrera PT en S ; par le point S, on mènera à CI la pa- 
rallèle J, II qui déterminera le point I. qu'on joindra avec B 
par une ligne LB , qui coupera PT en A; par ce point R , 
on tirera une parallèle GK à OI , et du point K au pomt A 
une droite K A qui coupera PT en Ç ; et ie point Ç ainsi dé- 
terminé , sera tel que 

PÇ = a -}- bx -j- ex' -f- dx * 

Eu eflet , les deux triangles semblables CD AI , CHS don- 
neront , à cause de DM = ( I — i , 

CH — dx 

ajoutant CB = c , on aura 

B II = c - f- dx 

Dé même les deux triangles semblables BHL, BGR donne-» 
ront , à cause de HL = i , 

BG = ex -j- dx 

ajoutant AB — b , on aura v 

AG = b -f- ex -f- dx' 

Enfin les triangles semblables s.GK et AFQ donneront , à 
cause de GK = i , 

FA = bx -J- ex' -J- dx 1 

ajoutant OA —a , on aura 

OF = PÇ = a -f- bx -j- ex * -j- dx* ~ y 

La même construction et la même démonstration s’appliquent 
à un nombre quelconque de termes. Il faudra seulement avoir 
soin , si quelques-uns des coelhciens a ,b ,c , etc. étoient né- 

{ çatifs , de les prendre dans le sens opposé. Par exemple , si 
e coefficient a étoit négatif, on porteroit la partie OA au- 
dessous de l’axe O/; ensuite, à partir de A et, dans le cas 
de b positif, ou prendrait toujours AB — b, mais si b étoit 
jiégatil , U faudrait porter AB dans un sens opposé , à partie 
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de l’extrémité de — a , et ainsi des autres coefficïens , suis 
vaut les signes qui les allècteroieut. A l’égard de x , on pren- 
dra OP de O vers 1 pour les valeurs positives de a?, et de 0 
vers T pour les valeurs négatives de x. » 

La difliculté est donc réduile à trouver une quantité 
moindre que la plus petite dillérence entre les racines 
réelles de la proposée: pour y parvenir, on formera une 
équation qui ait pour racines toutes les différences possibles 
entre celles de l’équation donnée , puis on cherchera , d’après 
la méthode indiquée ( pages 277 et 278) , un nombre moindre 

S ue la plus petite de ces racines. Nous nous proposerons 
onc la solution de ce problème : 

Etant donnée une équation quelconque , former une équa- 
tion dont les racines soient toutes lés différences possibles entre 
celles de la proposée. 

Soit l’équation 

xm—Ax m ~ 1 -f .Bx m ~' — C2 ”•-* + + V — o. ...(M). 

Si, au lieu de x , on écrit x-\-z , z exprimera toutes les 
différences possibles entre les racines de (M) , et on aura , 
en ordonnant par rapport aux puissances successives de z , 
une équation en z de même degré, laquelle, en commen- 
çant par les derniers termes, sera de la l’orme 

X+-Yz-{-Zz' + Uz'-\- + Zm = 0 (N). 

Les coefficiens X , Y, Z , etc. , étant donnés par les équations 
X “ x m — Ax m ~ x 4- Bx m ' % — Cx m ~ 3 + etc. 

Y — mx m ~ l — ( m — 1 ) Ax m ~ l -f- ( wj- — 3.) Bx m ~ 3 etc. 

_ m.m—l _ m — i. m — 2 , 

Z — — < x m x Ax m 5 - 4 - etc. 

2 a • 

etc. 

Les racines de l’équation (.V) , etc. , étant a,b , c, etc. , etc. 
celles de (A) seront 

z — a — x ; z — b — x ; z — c — x ; etc. 

•t faisant (i°) x = a, on aura 

z—a — a; z — b — a\ z — c — a j etc. 

(2°) x = b , on aura 
s — a — b\ z — b — è 5 z — c — b i etc. 

et ainsi de suite. Pour chacune de ses substitutions , 
l’équation eu z devient du degré rn — i ce qui doit arriver , 

puisqu’il 
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puîsqu h chaque fois X = o : mais 1 équation cherchée dot 
avoir pour racines toutes ces différences b - a c ™ a etc 

tat de 1VW b - et . c - 5 c’est-à-dire quelle doit être le’résuû 
iT i éllmlna, . ,0n de x entre les équations (M) et (N) 
"■ «•““ P" •* 'téorie Je- rtliramati/,;. 
équation finaie aura pour racines toutes les valeurs de » 

avant* a» 1 * 116 * 3 daDS ’ donneront ,lne équation en .r , 
snm e rn0lns V ne raclne commun e avec C M ) : or si on 

coiTde l ?V danS ( V et(N) ’ P uis - W quel- 
conque des ditlerences b— a, c—a, etc., nécessairement 

didé eUX e< ï uatl0ns C*h/) et (N) seront satisfaites : donc ces 

autant^ 1 ^?. clne - a et „ ch «une des autres seront 

autant de racines de l’equation finale. On prouverait de U 

nmme manière qu’elle 4 aura aussi pour 1.SÏÏ toL lis 

dé «S“ S (?’,; re î* r T ne Ê ", ■!« -W» . et ainsi 

oe suite. Cette équation finale sera toujours du de- ré 

m. m — 1 1 car le nombre de ses racines 


b — a, c — a, d — a , etc. 
a — b, c — b, d—b, etc. 
a — c , b — c, d — c , etc. 

est le même que celui des arrangemens qu’on peut faire avec 
m lettres prises deux à deux : ainsi cette équation sera 
de degre pair ; de plus ces différences seront égales deux à 
deux et de signes contraires , d’où résulte que l'équation 
finale ne doit renlermer que des puissances paires de l’in 
connue s; car en y changeant + * en — z, /es racines po- 
sitiyes deviendront négatives et réciproquement, donc les 
racines de la transformée seront les mêmes en quantités 
et en signes, conséquemment le premier membre nechangera 
pas par cette substitution , d’où on conclut qu’il ne doit 
renfermer que des puissances paires de l’inconnue. I/énua- 
tion aux dilléreiices des racines sera donc de la forme 

z xn — A!z' n ~ % -(- — C'z*'’- 8 -|- etc. 

+ y —o (o) 

et par la substitution 


•?=** (0 

elle se changera dans la suivante 

•>" — A'y •-* 4- B'y — Cy-* + etc.. . . 
■+■ y=o (p) 

et comme les facteurs de (O) sont 
Tome U. 


\ 
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z — (a — b),z — (£ — «), z — (a — c ), s — (c — a), etc. 
Ceux de (P) seront 

y — (a — £)*; y— (a — c)* etc. 

(P) sera donc lequation aux quarrés des différences des ra- 
cines de la proposée. 

L’équation (P) sera toujours la même soit qu’on aug- 
mente , soit qu’on diminue d’une meme quantité chacun» 
/des racines de la proposée, en sorte que si cette dernièie 
contient le terme de x m ~ l , on pourra le faire disparoître , 
puis chercher l’équation aux carrés des différences de la 
transformée, qui sera encore la même que (P); mais sa 
formation sera un peu plus facile. 

Connoissant ainsi l’équation aux carrés des difiérences de» 
racines , pour trouver une quantité moindre que la plus 
petite de ses racines , on posera 

■ y = — (2) 

et substituant dans (P) , cette équation donnera , toutes ré- 
ductions laites, 

x — A'u -f- B' u* — Ou 1 4- -f V^u" = o 

et divisant par V , 

u* — A"u”-‘+B"u”-’ > —C IJ u'-*+c te =o (Ç) 

Soit / un nombre plus grand que la plus grande racine 
positive de (Ç>) , y sera , d’après la substitution ( 2 ) , 

nombre moindre que la plus petite racine positive y , 

1 

«t "pTy sera, d’après la substitution (x), un nombre plu» 

petit que la plus petite différence entre les racines réelles de 
l’équation proposée. Donc si le nombre 

K'T < i , d'où > i 

on sera certain que la proposée n’a pas de racines réelles 
dont les différences soient moindres que l’unité ; on pourra 
. donc, dans ce cas, prendre l'unité pour la différence entre 
les substitutions successives h faire entre les limites trou- 
vées. Mais si 

> / T>x, doù-pr:< I 
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alors il sera possible qu’il y ait dans l’équation (M) des 
racines dont les différences soient moindres que l’unité : mais 
comme la plus petite dé ces ditiérences sera toujours né- 
cessairement plus grande que f on pourra prendre ce 


nombre ou un nombre moindre,pour la distance entre les 
substitutions. En général, soit A le nombre entier immédiate- 
ment plus grand que Ÿ l , si Ÿ l n’est pas un norabro 
entier , on aura 



cette différence ~ de la progression des nombres à substi- 
tuer étant connue , on prendra successivement pour * les 
nombres 

o i - 3 - 

’ A ) A j k A 

en commençant par le nombre i mmédiatement moindre que • 
-, ^ ^ , et continuant jusqu’à la limite supérieure d’-f-x. 

Les résultats dus à ces substitutions formeront une suite de 
nombres , dans laquelle il y aura nécessairement autant de 
variations de signes que de racines réelles positives dans la 
proposée , et déplus chacune de ces racines tombera entre les 
deux nombres qui auront donné des résultats de signes 
contraires : conséquemment le plus petit des deux différera , 
en moins, de la racine comprise d’une quantité moindre 

que On connoîtra donc ainsi le nombre des racines réelles 
positives de la proposée et la valeur approchée de chacune 
d'eUes , à moins de près. 

Si tous les termes de l’équation aux- quarrés des diffé- 
rences ont le même sighe, aucun nombre positif n’y pourra 
satisfaire , donc aucun des carrés des ditiérences entre le» 
racines de la proposée ne sera positif , donc celle-ci ne 
pourra avoir plus d’une racine réelle : dans ce cas, on 
pourra supposer „ 


On adoptera cette différence entre les substitutions -succes- 
sives lorsqu’on saufa , à priori , que la proposée n« doit 
pas avoir plus d’une racine réelle et positive. 

T a- 
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Nous ferons l’application de ce qui précède à la recher- • 
che des racines- de l’équation 

x 1 —7 x +7 = 0 

Il faut d’abord remplacer x par x -\-z , ce qui donne , 
toutes réductions laites , 

- 3 .v* +- 3 -Î-* -f-2* — 7 = 0 

f »uis éliminer x entre ces deux équations , pour avoir 
équation finale en z , qui sera l’équation aux différences des 
racines de la proposée. A cet effet , conformément à la mé- 
thode , on divisera la première équation par la seconde , 
celle-ci par le premier reste , et ainsi de suite jusqu’à ce 
qu’on obtienne un reste indépendant de x, qu’on égalera 
à zéro. Ce reste est 


z 6 — 42 -f- 441 z x — 49 = o 

I, équation aux carrés des différences résulte "de la précé- 
dente par 1 hypothèse 

y — z' 

elle sera donc 

y 3 — 42 y‘ -f- 441 y — 49 = o 
et posant, comme dans la théorie générale, 


on formera l’équation 

qui donne 10 pour la limite des plus grandes racines po- 
sitives ; en sorte que — — est un nombre plus petit que la 
V 10 

plus petite différence entre les racines de la proposée. 

J .a méthode de Newton ' appliquée à l'équation en u 
donne une limite plus rapprochée**pour l’obtenir, an fera 

u — t -f - 1 


et il s'agira de trouver un nombre l qui donne pour 
3 / — 9, 3 /* — iH/+~,/ 3 — 9/* + — x» 
des résultats positifs , conditions auxquelles satisfait /= 9* 
donc. — — =4 est la limite cherchée ou la différence entre 

l / 9 5 

lès substitutions successives. Restera a trouver les limites 
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qui comprennent les racines positives de la proposée : à 
cet effet, on a 

1= 7 + 1=3, etc. 

I )arce qu’il se trouve deux termes positifs ï’ + o x* avant 
e premier terme négatif — 7x,on pourra donc prendre 4 
pour la limite supérieure. Pour avoir la limite inférieure , 
on fera dans la proposée 

I 

X = - 

ce qui donne 

y— y*-K = o 

doù on déduit 

S' + 1 J ^ 

en sorte que les limites entre lesquelles il faut substituer , sont 
et 4 , et la différence des nombres à substituer est = -j. 
Pour éviter les fractions , ou fera dans la proposée 

• r — T 

ce qui la change dans la suivante 

x' 1 — 63 x' +- 189 = o 

alors , au lieu des limites ~ et 4 , on prendra i ou 1 et 
12 , puis l’unité pour la différence des nombres à substituer ; 
et on formera le tableau suivant : 

a:' = 1 Résultats = +- 127 

*' = * = 4 - 7 * 

x' = 3 . * = +- *7 

*' = 4 = + 1 

X» ±= 5 .== — I 

x f = 6 .. = +- 27 

— 7 = + 9 1 

x' = 8 rendant le premier (terme plus grand qüe. 
le terme négatif, il n’est pas nécessaire d’aller au-delà. On 
conclut de ce tableau 

x' > 4 et x' < 5 , d-ort * > t p| ^ 7 

x > 5 et x' < 6 , d’où x > •j et y 

Pour procéder à la recherche des racines négatives , on 
changera les signes des puissances impaires de x dans’ la 


•A 
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proposée , ce qui donnera 

— .r ! 4- 7 .*• + 7 —o , ou jt s — 7 jc — 7 = o 

équalion dont les racines positives seront encore -j et q , 
ou bien 1 et 12 pour la transformée 

je ' 3 — 6 3x' — 189 = o 

dont les racines ont avec celles de la précédente la relation 

x> 

X = T 

et la différence des nombres à substituer sera l’unité ; mais 
pour réduire le nombre des substitutions , on fera les hy- 
pothèses 

x' = 12 Résultats = -f- 783 

= n = + 449 

x 1 = xo = -f- 181 

= 9 * • = — 47 

d'où on conclut 

x’ > 9 et x' ■< 10 d’où x > 3 et x < 3 +t 
il existe donc une racine négative comprise entre — 3 et 

-( 3 +*). 

'Méthode pour obtenir les racines d’une équation 
avec une approximation déterminée. 

On obtient , au moyen des règles précédentes , autant 
de couples de nombres qui , substitués en place de l’incon- 
nue , donnent des résultats de signes contraires , que l’équa- 
tion proposée contient de racines réelles. Soient a et à 
deux de ces substitutions qui donnent des résultats de 
signes contraires ; en prenant l’un de ces nombres pour ra- 
cine , on commettra une erreur plus petite que la différence 
a — b, en sorte que cette différence étant ^ , on aura déjà 

la valeur de la racine à moins de la fraction h près. Pour 

en approcher davantage , on prendra un moyen arithmé- 
tique entre les nombres a et b, lequel, substitué pour x, 
donnera un résultat dont le signe différera nécessairement 
de celui de l’un ou de l’autre des résultats dus aux subs- 
titutions x -xza et *= b ; la racine se trouvera donc comprise 
entre deux limites plus rapprochées. En continuant la mçme 


Digitized by Google 



/ 


k’Algebrk. 2QI 

qpêratïon , les limites seront de plus en plus resserrées et 
conséquemment l’erreur qu’on commettra en prenant l’une 
de ces limites pour la racine , s’atténuera de plus en plus. 

On approchera plus rapidement de la valeur exacte des 
racines en employant la méthode suivante : soit 

x* + A**-* + Bx"-* 4- V—o (M) 

l'équation proposée ; si a est une première approximation 
de l’une des racines, on fera 

x—a+p 

et on aura , par cette substitution , une transformée en p qui , 
h commencer par le dernier terme , sera de la forme 
X + Yp + Zp* + p- = o ÇN) 

où les quantités X , Y, Z , etc. , seront des fonctions de 
a , qu’on obtiendra en changeant .v en a dans les équa- 
tions ( page 64), et tenant compte de la différence des 
signes : on aura donc 

X=a m -f- Aa”-' 4- Sa"*-* + Ca" - * + etc. 

Y — r )Aa m ~‘ — 2 ) Ba m ~* -f- etc. 

etc. 

Comme p est, par hypothèse , une fraction assez petite , les 
puissances p * , p 3 , etc. , seront beaucoup plus petites que 
p, et d’après cette considération ; on pourra négliger les 
puissances de p supérieures à la première , en sorte que la 
transformée (2V) se réduira aux deux premiers termes. On 
pourra donc déduire une première valeur approchée de p 
de l’équation 

p — — -y — b • • • • (l) 


en désignant par b cette première approximation de p. Pour 
avoir une valeur plus approchée de la racine , ou pour 
corriger la valeur de b , on écrira dans ( N) b-\-q , au lieu 
de p, ce qui revient à faire 


ar= a 4 - b + q 


dans ( M ) , ou à changer p en q dans la transformée ( 2 V) , 
et a en a-^b dans les fonctions X , Y, Z , etc. Ainsi, ayant 
trouvé précédemment l’expression de p en a , on aura 
celle de q en changeant a en a 4- b dans — y , ce qu’on 


notera de cette manière : 



(*) 


T 4 


Cl 

4 
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et a + 5 + c sera une plus grande approximation. En chan-i 
géant a en a-\-b-\-c dans X et-K, qu’on notera par [.X] 
et [K]; puis écrivant r pour p dans (N), et ne retenant 
que les deux premiers termes , on aura 

r — — — d . • . . ( 3 ) 

et a 4- -J- c 4- sera une valeur plus approchée de la 
racine cherchée. Nous ferons une application de cette mé- 
thode à l’équation 

x l — 2 x — 5 = o. 

qui n’a qu’une seule racine réelle comprise entre 2 et 3 . Dans 
cette exemple, , 

JT = a 3 — 2 a — 5 = — 1 
Y — 3 a* — 2= 10 

on a donc 

mi O j» r i 

= b = 0,1 




3a* — a 


en sorte que 

o -f- i = 2,1 
faisant a = 2,1 dans p, on trouvera 
<7 = — 0,0054 = c 

donc 

a ri" b + c — 2,0946 

Ecrivant ensuite 2,0946 pour a dans p , il viendra 
r — — 0,00004853 = d 

et conséquemment 

a -j- b 4- d — 2,09455147 

Ainsi les valeurs convergentes vers la racine sont 
2; 2,1; 2,0946; 2,09455147; etc. 

Méthode d' approximation des racines des équa -» 
dons numériques par les fractions continues. 

Soit l’équation 

Ax m -f- Bx m ~' -f- Cx m ~* 4- etc = 0 (M ) 

et supposons qu’on ait trouvé , par les méthodes précédentes. 
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les valeurs entières immédiatement en dessous des racines 
cherchées j si p est l'une de ces valeurs , en sorte qu’on ait 

.*;>/pet,r</?-{-i 

on posera 

x p -J- - 

y 

où y est un nombre plus grand que l'unité , et substituant 
pour x cette valeur dans la proposée , on trouvera , après 
avoir multiplié l’équation résultante par y m , 

A'y m 4- B'y m ~ ’ + C'y™-* -f- D'y m-î + etc. . . . = o . . . .(N) * 

équation qui aura nécessairement , au moins , une racine 
réelle plus grande que l’unité. Soit q la valeur entière en 
dessous de y, on fera 

y — <7 + î 

s étant un nombre plus grand que l’unitc ; substituant dan9 
(iV) , on aura une équation en z de la forme 

+ =o (P) ' 

laquelle aura nécessairement au moins une racine réelle plus 
^grande que l’unité dont on pourra trouver de même une va- 
leur entière approchée par défaut , que nous désignerons 
par /•; en sorte qu’on aura 



oi\ u désigne un nombre plus grand tjue l’unité. Subs- 
tituant dans (P) , il viendra une équation en u ayant , au 
moins , une racine réelle plus grande que l’unité , et ainsi 
de suite. 

On traitera successivement de la même manière les va- 
leurs entières approchées p' , p", p'" , etc. , des racines 
réelles et positives de la proposée , pour approcher d’avan- 
tage de la véritable valeur de chacune d’elles. 

T.es racines positives et plus grandes que l’unité des trans- 
formées {N), (PV, etc., seront nécessairement incommen- 
surables, si on a d^iarrassé la proposée des racines commen- 
surables qu’elle peut contenir. En effet, s’il arrivoit qu’un 
des nombres p , q , r , etc. fût une racine exacte , alors 
on aurait 


x—p } ou .y =< 7 , ou je = r ; ett. 
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ensorte que l’opération se terminerait : on trouverait Jonc 
pour x un nombre commensurable, ce qui est contre l'hy- 
pothèse; 

Si les nombres p ,p' , p" , etc. , sont tous différens, alors 
chacune des transformées (N), (JP) , etc., n’aura qu’une 
seule racine réelle plus grande que l’unité ; car si par exem- 
ple , la transformée ( N ) avoit deux racines réelles plus 
grandes jue l’unité , telles que .y' et .y" > on aurait 

& — p - H e * x — P -ÿr 

de sorte que ces deux valeurs de x auraient la même va- 
leur entière approchée p , ce qui est, contre l'hypothèse. 
Il en serait de même , si la transformée (P) ou l’une des 
suivantes avoit deux racines réelles plus grandes que l’unité : 
d’où il suit que pour trouver , dans ce cas , les valeurs en- 
tières approchées des transformées successives , il suffira 
de substituer successivement , au lieu de l’inconnue , les 
nombres naturels o, i, 2, 3 , etc. à partir de celui immé- 
diatement moindre que la limite des plus petites racines 
positives de la translormée sur laquelle on opère , jusqua 
ce qu’on obtienne deux résultats de signes difFérens. 

Si deux valeurs de x ont une même valeur entière 
approchée/?, alors en employant cette valeur , les transfor- 
mées ( N ) et ( P ) etc. auront chacune deux racines réelles 
plus grandes que l’unité , jusqu’à ce qu’on arrive à une 
équation dont les racines plus grandes que l’unité aient des 
valeurs entières approchées différentes ; alors chacune de 
ces deux valeurs donnera naissance à une suite d’équations 
transformées dont chacune n’aura plus qu’une seule racine 
réelle plus grande que l’unité. En effet , puisqu’il existe deux 
valeurs differentes de x , qui ont la même valeur approchée 
p, il faudra que y dans ( N) ait deux valeurs réelles plus 
grandes que l’unité , et si ces deux valeurs de y ont la même 
valeur entière approchée <7, il faudra de nouveau qu’en fai- 
sant y =ç-|- i , la transformée en z ait deux valeurs dif- 

X» 

férentes plus grandes que l’unité , et ainsi de suite. Mais si 
les deux valeurs entières approchées de y étoient différentes , 
«lors nommant ces valeurs q et q' , on ferai» 

y — 9 + \ et y = 9 f +* 

ce qui donnerait lieu à deux transformées telles que (P) , 
dont chacune ne devrait plus avoir qu’une seule racine réelle 
plus grande que l’unité ; autrement ; les deux valeurs de .y , 
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nu lieu d’étre doubles seulement , seraient triples , quadru- 
ples , etc. : on aurait donc 



plus grandes que 

auront des valeurs entières différentes , les transformées 
résultantes de chacune de ces valeurs n auront plus qu une 
seule racine réelle plus grande que l’unité : U ne sera 
donc pas nécessaire , pour obtenir les valeurs entières appro- 
chées des racines correspondantes , de calculer pom chacune 
d'elles la limite de la plus petite différence entre les racines. 

Les coefficiens A', B’- t C' , etc., de la transformée (.V) , 
exprimés au moyen de ceux de la proposée , sont 

A' = Ap” + Bp”-' + Cp”~‘ + Dp ”~ 3 + etc. 

B 1 = mAp 4 - ( m — 1 ) Bp ”- 1 4 - ( m — 2 ) Cp ”~ 3 
4 - ( m — 3 ) Dp”-* 4- etc. \ 

C< = m. Ap”-‘ 4- Bp ”~ 3 4“ etc. 


On obtiendra ceux de la transformée ( P ) en écrivant dans 
les formules précédentes q pour p, A 1 , B', C' , etc. pour 
A, B, C, etc., et changeant A' , B’, C' , etc. en A", B" ,C',etc. 

Il résulte de ces expressions que l’un des coetfaciens 
A' , A", etc. ne sera jamais nul; car, dans le cas de 

A' — o , ou A 11 = o , etc. 

on aurait 

y = 00 , ou z = co , etc. 

donc 

x — p, ou y — q , etc. \ 

et conséquemment la valeur correspondante de x serait com- 

mensurable. „ 

Soient donc p, q, r, s, t, etc. les valeurs entières ap- 
prochées des équations ( M ) , ( N") > ( P ) t e * c< > cn solte 
qu’on ait 



Sg6 N o t k s 

on trouvera , par des substitutions successives , 


* — p + 


?+- 


r+- 


j + etc. 


La fraction qui accompagne l'entier p se nomme fraction 
continue : on comprend , en général , sous ce nom toute frac- 
tion dont le dénominateur est composé d’un entier plus une 
fraction , lequel a encore pour dénominateur un entier plus 
une fraction, et ainsi de suite. Ainsi on reconnoîtra les avan- 
tages que présente la méthode précédente , en examinant 
les principales propriétés de ces sortes de fractions. 


Génération des fractions continues , leur réduc- 
tion en fractions ordinaires , et quelques pro- 
priétés de ces fractions . 

Supposons qu’on ait à évaluer un nombre quelconque a 
qui ne soit nas un nombre entier : on prendra le nombre 
entier immédiatement au-dessous de a , et qui conséquem- 
ment différera de a d’une fraction plus petite que l’unité ; 
soit a. ce nombre , a — a, sera une fraction comprise entre 

0 et i ; de sorte que sera un nombre plus grand que 

1 unité, et le désignant par b, on aura 

— — = £.... (i). 

a — te 

On pourra donc chercher le nombre entier qui approchera, 
le plus, en moins, de b ; ce nombre étant C, on aura de 
même b — C, fraction comprise entre o et x , et consé- 
quemment 


c étant un nombre plus grand que l’unité. On soustraira 
de même de c le plus grand nonvbre entier qu’il contienne 
nombre que nous désignerons par y : alors c — y sera une 
fraction comprise entre o et x , et 
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sera un nombre plus grand que l'unité , et ainsi de siale. 
Des égalités (i)>( 2 )> (3) , etc. , on déduira les suivante*: 

fl = * + Ti 4 - C +7i c = y + - 4 ', etc- , 


et conséquemment 




a ~ a. -j- 


1 

T 



a — * + * — - ; a 

C-¥ l 


“4- 





Si parmi les quantités a ,b ,c , d , etc. , il s’en trouve tme 
qui soit un nombre entier , alors la traction continue sera 
terminée , parce qu’on pourra y conserver ce nombre même. 
Si , par exempte , c est un nombre entier , la Traction con- 
tinue qui représente le nombre a , sera .. 



En ellèt , si on substitue pour d sa valeur (3) dans la troi*» 
sième traction continue , on aura 


. , = * “h -f 4. ’ 

y + — ;; — . *> + « 



c —r 

, I ! . 

y 

puisque c = y. Cette circonstance aura lieu dans le cas de a 
nombre commensurable ; mais lorsque a sera un nombre 
incommensurable , la fraction continue ira nécessairement k 
l’infini. 

Appliquons ce procédé au développement en fraction 
continue de la fraction ordinaire é A et B étant de» nom- 

S 

bres entiers. Il est d'abord évident que le nombre entier 1 , 
qui approche le plus , en. moins , de la fraction ^ » est le quo- 
tient de la division de J. par B, le nombre A étant plus grand 
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que B. Supposant cette division faite , et nommant le quotient 
«t et C le reste , on aura 

£_*=§, d où a = e 

Pour avoir de même la valeur entière approchée C de 
la fraction il faudra diviser B par £7, et prendre pour C le 
quotient en nombre entier de cette division ; alors nommant D 
le reste , on aura * 

|_c = g,do ù ea ; 

On continuera donc à diviser £7 par D , et le quotient sera y , 
et ainsi de suite : d’où résulte cette règle tort simple pour ré- 
duire les fonctions ordinaires en fractions continues. 

Divisez le numérateur de la fraction proposée par son dé- 
nominateur , et nommez le quotient a. ; divisez ensuite le dé- 
nominateur par le reste , et nommez te quotient C ; divisez le pre- 
mier reste par le second reste , et soit le quotient y ; continuez 
ainsi en divisant toujours l’avant-dernier reste par le dernier , 
jusqu'à ce qu’il se ptésenle une division qui se fasse sans reste, 
s;e qui doit arriver ici , et vous aurez la fraction continue 

A — a 4- i- . 

5 + C+7-JL 

^ + etc. 

Pour repasser d’une fraction continucà la fraction ordinaire 
qui lui a donné naissance , on fera les réductions successives 

«t+i ■ . i 

— •> * -f- 7 + + > + * # 

y Cv+i » 


*=T>‘+ 7 = 


+. 7+4 


a.Cyt f * 4 - yf -f- olS' -f- xC -+• I 

c?s+ J-t-c y 


etc. 


En examinant ces résultats, on découvrira facilement cjue le 
numérateur de chacune des fractions ainsi formées , est égal à 
la somme faite du numérateur de la fraction qui précède , 
multiplie par le nouveau quotient , ou par 1« dernier quotient 
introduit , et du numérateur de l antepénultiètne fraction , 
et que le dénominateur de chaque fraction se forme suivant 

Ja même loi ; ew sorte que ^ f ~ étant deux fractions con- 
sécutives et i* le nouyeau qugucat introduit , ou le dernier 


* 


a 
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des quotiens qui entrent dans la fraction — , qui suit iinmé- 

p 

diatement -, on aura 

P r Pu •+■ P* 

Q 7 Ç.« -4- <?• 

Pour démontrer que cette loi a lieu dans toute l’étendue de 
la fraction continue, supposons qu’elle ait été yériliée jusqu'à 

pi 

un certain quotient pr. soit — r la fraction corrrespondante , 
P . P<> 

ç la fraction qui précédé , et — l’antépénultième fraction , 
on aura 

P' = Pp -f- P° 
ç'^Çp+Q* 

Si on considère le quotient p 1 qui suit immédiatement le 
quotient p , et que ^ soit la valeur de la fraction continue 
calculée jusqu’au quotient p' inclusivement , l’expression 

pli pi 

analytique de — u sera ce que devient celle de lorsqu’à 
la place de p on écrit p -|- — donc 


p" P _ (Pu + P°) p! + P __ P'ft'+P 

V “ ç (/*+ ±, ) +QO ~ «>P+Ç , )P'+ Q ~ 


• p n ■ # ' f pf p 

Donc la fraction se déduira des deux précédentes ^ et ^ 
et du quotient p 1 répondant à suivant la loi 

P v = P> p' + P 


Q« = Q>p> + Q , 

Cette loi de formation aura donc lieu dans toute l’étendue de 
la fraction continue. 

Avant donc écrit par ordre les quotiens , J^etc. 

on formera facilement les fractions correspondantes de cette 
manière: 


et C y S 1 * 

* ^ «t *C -4- T # *Çy -4- y *4- M. • *Cyf -f* yf *4- at ^ -f- otC -f* I m 

T> 7> " c T * cÿ+l 3 » etc ' 
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Notes 


où chaque numérateur se trouve en multipliant le précédent 
par la lettre écrite au-dessus , et ajoutant ce produit à l’anté- 
pénultième , et procédant de la même manière pour com- 
poser le dénominateur. Pour que cette loi de formation 
puisse valoir à partir de la seconde fraction inclusivement , 
on écrit j pour première fraction , quoique celle - ci ne 
soit pas une portion de la fraction continue. On aura 
donc, en représentant par A, B , C, etc. les numérateurs 
de ces fractions successives , et par A ' , B' , C 1 , etc. les 
dénominateurs des mêmes fractions, 

A ■=. * A 1 — i 

B = AC -j- i B' = A'G 


C — By A 
D =: Cf + B 
etc. 


C = B'y -f- A' 
B' = Cf -f- B' 
etc. 


Les fractions résultantes ^ ~ F) etc. ont été nommées 

fractions convergentes , parce que , comme nous le verrous 
bientôt, chacune d’elle approche plus que celle qui la pré- 
cède de la valeur exacte de la fraction continue. 

Si la quantité a qu’on veut développer en fraction con- 
tinue est une fraction rationnelle il est évident que cette 

fraction sera toujours la dernière dans la série des fractions 
convergentes ; car dans ce cas la fraction continue sera ter- 
minée: mais si la quantité a est irrationelle , la fraction conti- 
nue se prolongeant sans jamais s’arrêter , la suite des fractions 
convergentes ne s’arrêtera pas non plus. 

Les fractions convergentes ^ , y , —, , etc. sont alternati- 
vement plus petites et plus grandes que la valeur totale de la 
fraction continue. En ell'et , à ne considérer que la première 

fraction on aura , en désignant par x la totalité de la 
fraction continue. 


.*> i. 


Si 1 on prend « 4* j ) comme le dénominateur G est plus 


petit que le dénominateur G + i , , , on aura 

■ y "T* CtC. 


En 
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En se bornant à u -J ' — , comme le dénominateur y est 

, * . 

plus petit que le véritable , la fraction ~ sera trop grande , 

la fraction - * . sera trop petite , et la somme u -I * 

y ^ v 

sera trop petite ; en sorte que 

x > «ri — 

f + * 

y 

et ainsi de suite alternativement : donc la valeur de x est 
toujours comprise entre deux fractions consécutives. 

Si on multiplie en croix les termes de deux fractions 

convergentes consécutives P ~, on aura toujours la diffé- 
rence des produits 

PÇ° — P ° Ç — ± i 

savoir -j- I si la fraction * est du nombre des fractions 

plus grandes que x , ou si elle est de rang impair, la fraction 
étant la première t et — I si elle est une fraction plus petite 
ou de rang pair. 

En effet, si l’on considère trois fractions consécutives 

Pf p p’ 

Q ’ 

et que p soit le quotient placé au-dessus de ou le quo- 
tient correspondant à ~ , on aura d’après la loi démontrée 

P' = Pp + P* 

Ç’z=zÇp + Ç* 

d’où resuite 

P’ Ç — P Q’ —P°Q — P Ç° = — (P ç* — p» Ç) 

On auroit de même , en représentant par ^ la fraction qui 
précède immédiatement f 

PÇ° — P° Q — ’PQ* — ’Ç'P° — — (p°iQ — rpçi) 
et ainsi de suite , en remontant jusqu’aux deux premières 
fractions ^ et*, qui sont comprises dans la loi , et pour les- 
quelles la différence aualogue est «><o — i X i=— i : en 
sorte que 

Tome II. y 
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Nom 


Ba' — B'Az=.Jf I 
CB' -C'B=— I 

On peut déduire de celte propriété plusieurs consé- 
quences importantes : on en conclura d’abord que les fractions 

57, etc. sont déjà réduites à la plus simple expression , 

car si C et C' , par exemple , avoient un commun diviseur 
autre que l’unité , il faudrait, d’après la propriété 

. BC’—B'C—- 1-1 


que l’unité fut aussi divisible par ce commun diviseur ; con- 


clusion qu’on déduiroit de la même égalité à l’égard de ~ . 

Evaluons maintenant la différence entre une fraction quel- 
conque et la valeur x de la fraction continue totale. Pour cela 

. * • P P* 

soient toujours — et deux fractions consécutives, et y. le 

• ^ pr 

quotient qui correspond à q? j en sorte que 


y __ p/x +pq 
S ? Qp+Q » 

Si , à la place de [a , on écrit le reste de la fraction continue , 
à partir de /a inclusivement , on aura , en désignant ce reste 
par y , et la totalité de la fraction continue par x , 


x — p f + Fa 

d’où on déduit & + & 

? — P° Q-PQo _ 

. ? ÇCÇy + ç») 4 '<?(Ç/ + ç°) 

x — P °-- (JQ° ~P° (?) X _ . __y__ 
ç° Ç° (<£y+ ) — <?° ( Qj + Ç- ) 

l.es différences x — — et x — ~ sont donc toujours de signes 

contraires , et conséquemment la valeur de x est comprise 
entre deux fractions consécutives, propriété déjà démon- 
trée plus liant. 

Soit (a le nombre entier immédiatement moindre que y en 
sorte qu’on ait . ’ , J ’ 

J>Hety<iA+i 

on aura aussi 


Qy + Q' > Ç°et Qy *+- Ç° < Q (/*+ 1) + ç» 

dune 


<x 


ou 




I 
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p ^ _ i ^ _ > 

* Q <? [ÇV + ») + Ç°] ° U > + QC^+Q) 

'. Ainsi terreur qu'on commettra en prenant une fraction en place 
de la fraction continue totale sera toujours moindre que l’unité 
divisée par le produit des dénominateurs de cette fraction et 
de la fraction immédiatement consécutive , mais plus grandie 
que l’unité divisée par la somme du mêm produit et du carré* 
du dénominateur de la fraction sur laquelle en opère. 

Or les quotiens a. , 6 , y , etc. étant des nombres entier# 
et positifs, on a 


Ç° < Ç, Ç < Q ’ , donc ÇQ'> Ç>* et ^ etc. 

donc , à plus forte raison , 

P - — . 

* — -Q < + QQ 

c’est-à-dire que terreur commise en pressant une fraction quel- 
conque pour la fraction totale , est toujours moindre que 
l'unité divisée par te carré du dénominateur de cette fraction. 
Des équations trouvées précédemment 
p _ * 


* Q 

p° 


on déduit 


d’où 


ç(<?r+-<n 
y 

<?-- Q°(Qy+Q’) 

P — Qæ— + — ! — - 

— P°4- 0»*r=+ ■ \ - 

Y - Çy + Ç 

P — Qx t 


+ q°x— y 

or y , par sa définition , est un nombre plus grand que 
l'unité, donc 

fj-F ? < T » d ’ où p — Q x < Q° x 
et , à plus forte raison , 


P» 


Q~*< x 


£ 


Donc la différence entre la fraction continue totale se et une 
frration quelconque est moindre que la différence entre sc et 
la fraction qui précède immédiatement celle-là. Cette pro- 

y a 


/ 


Digitizad by Google 



3o A Notes 

* p, p pt 

prié té a fait donner à ces fractions successives ^ , -, 
etc. le nom de fractions convergentes 

Soit — une fraction dont le dénominateur N soit moindre que 

^ p 

Je dénominateur Q d'une des fractions convergentes — , je 
dis que la fraction — exprimera plus ‘ exactement la valeur 

^ jVf 

de x que la fraction —, 

La proposition se réduit donc à faire voir que la fraction 
- f ne peut être intercalée entre deux fractions consécutives 

^ } ^ entre lesquelles se trouve la fraction totale x. 

Pour que la fraction — se trouvât entre — et a; , il faudrait 
qu’on eût 

Q ~ïf <Q ~~ x ’ et ’ à f° rt '°r>, ç — < ç. 

abstraction faite du signe , ou qu’en réduisant le premier 
membre au même dénominateur, on eût 
PN—QAI ^ i 
< iN ^ Q * 

Or P, Q , M et N étant des nombres entiers, le numéra- 
teur.?# — QM ne peut être , abstnfetion faite du signe , un 
nombre moindre que l’unité : on a d'ailleurs, par hypothèse , 
N< Q et NQC Q' 
donc on aura au contraire , 


pir— qm ^ x 
QK ^ <p’ 




donc ne peut se trouver entre ^ et x. Pour que — 
N pr “ 

tombât entre x et ^ , il faudroit qu’on eût 


ea 


qs— N Qf <• -Qf 


P 1 N — Çt AI 
Q/f 


i 

iT 


ce qui ne peut avoir lieu , parce qu’encore le numérateur 
ne peut être , abstraction faite du signe , <j i et parce que 

A" est , à plus forte raison , < Q'. La fraction E ne pcut 
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p * EL 


être , à fortiori , supposée entre les deux fractions >7 et o" > 

jpir prn. m K. 

O» et ^77. etc. ; donc elle ne pourra exprimer la valeur de 

jp 

x plus exactement que la fraction ç. 


Donc chaque fraction convergente exprime la valeur de ai 
plus exactement que toute autre fraction dont, le dénomina- 
teur seroit moindre que celui de la fraction qu'on considère. 

A R P*’ P P f 

J. es fractions ^ ^ etc ç. , Q’ & etc * ont a P~ 

pellées fractions principales , p;.rce quelles convergent le 
plus qu’il est possible vers la valeur x de la fraction con- 
tinue. On a vu qu’elles étoient alternativement plus petites 
et plus grandes que x j ainsi on pourra les séparer en deux 
classes 


si C E 

a> } a 3 e* 


etc. 


R D < F 
R! ’ d> ’ pf 




la première sera composée de fractions toutes plus petites 
que x et qui iront en augmentant vers x ; la seconde , de 
fractions toutes plus grandes que x , mais qui iront en di- 
minuant vers cette quantité. 

Examinons maintenant chacune de ccs deux séries en par- 
ticulier. Dans la première on aura 

C A _ CA’— AC __ A'(By+A) — A (B'y + A'~) _ y 

a A’ ~~ A’ a A' Cf . A' Cf 

F. C EC -E'C _ C (D, + C) - C (D'i + c') « 

£ i C l — ç, £ , - Çtja — 

etc. 

Dans la seconde , on aura 

B JD Biy—B'D B ( C'S+B') — B' (Cf -f B ) _ P 

£' D> b’D> . B' lé B'D* 

D F _DF'—FD''_D(,E'{ + D')-.D'(E{ + D) f 

J>' F ~FD f fût E'i» <1 

etc. 

Si les nombres^, J 1 , s , etc. sont tous égaux à l’unité, il seraim- 
pbssible qu’entre deux fractions consécutives quelconque» 
de 1 une ou de l’autre des séries précédentes , il se trouve au- 
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cune autre fraction dont le dénominateur tombe entre cruT 
de ces tractions, ou, en général , dont le dénominateur soit 
moindre que le plus grand des deux dénominateurs : eneilet-, 

représentant par deux des fractions consécutives 

çi-dessus , on a 

b » 

v ~ •' — 

donc pour que la fracôon tombât entre ^ et y , il fau- 
drait qu’on eût 

a' b — aV I v — • . ma' — nd 

a 'b* a'V n a ' na r 

or le numérateur ma' — na ne peut être , abstraction faite 
du signe , plus petit que l’unité ; d’ailleurs n est , par hypo- 
thèse , plus petit que b’ , donc on ne peut avoir 

ma' — na > < 

4P*' ^ Vu 

Mais il n’en sera pins ainsi lorsque les nombres y , J' , e ete. 
seront différens de l’unité ; car supposons , par exemple , que 
y soit 4 , on aura 

C =3 «.B -f A 
G=.^B'-\~A< 

et on pourra, entre les fractions ^ , insérer les trois 
fractions intermédiaires 

B+A »B + A 3B + A 
' B 1 , -b A’ ’ iB'+A'’ 3B' + A' 

Or il est clair que les dénominateurs de ces fractions forment 
une suite croissante par différences égales depuis ^'jusqu’à 
O , et les numérateurs depuis A jusqu’à C , et nous allons 
voir que les fractions elles-mêmes croassent aussi continuel- 
lement depuis ~ jusqu’à ^ , en sorte qu’il serait mainte- 
nant impossible d’insérer dans la série 

A B + A aB+A *B + A IB + A _ C 
>’ B’ + A 1 3 aB'+A' , SB' + A' ’+B'+A' ~ C 

aucune fraction dont la valeur tombât entre celles de deux 
fractions consécutives , et dont le dénominateur se trouvât 
aussi entre ceux des memes fractions ; car si on prend les 
différences entre les fractions précédentes , on aura , à cause 
de Bd -» AB' — x 
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i + B _ A _ i 

■A ~ A' ( B' + A' ) 

3 *4“ A ' 1 


5°7 


B' + A 1 
2 B + A 

2B'-\-a' T 

$B+A 


B' + A' 
zB-^A 
3B' + A' “ zB f +A' 

C J B ■+■ A 

O 


'(B'+A'UiB’+A') 

i 

: (i B'+A') (îB'+jf j 

I 


fB' + A'— (B' + A')C 

d’où l’on voit d’abord que les fractions — ^ etc. 1 

* ^'5 B’ - 4 - A’ 

vont en augmentant, puisque leurs différences sont toutes 
positives ; ensuite comme ces différences sont égales à 
1 unité divisée par le produit des deux dénominateurs , il 
est impossible qn’entre deux fractions consécutives de la 
série précédente , il puisse tomber une fraction quelconque 

— y si le dénominateur n tombe entre les dénominateurs 

de ces fractions, ou, en général, s’il est plus petit que le 
plus grand des deux dénominateurs , comme nous l’avqris 
démontré précédemment. De plus, comme les fractions dqnt 
“ s’agit sont toutes plus petites que la vraie valeur de jfc , 
et que la fraction ~ est plus grande , il est évident ijuo 
chacune de ces fractions approchera plus de x que de 
■gi ; or on trouve 


A 

A' ~ 

B —T 

B 1 A’B r 

B + A 

B r- » ■ 

B'+A' 

B 1 ~ {B'+A') B 

»ï+ A 

B - I 

2 B'.+ A? 

B' (2 B'+A' )B r 

B B + A 

B -, 

SB’ + A' 

& <{SB! + A'}B' 

e 

B — r 

c 

B' C r B~ 


donc puisque ces diHérences sont aussi égales à l’unité di* 
visée par le produit des dénominateurs , on pourra prouver 

de la même manière que ci-dessus qu’aucune fraction 

T* 

ne pourra tomber entre une quelconque des fractions 
— "** if etc. et la fraction ~ si le dénominateur 

n est plus petit que celui de la môme fraction , d’où il suit 

Vf. 
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que chacune de ces fractions approche plus de la valeur de 
x que ne pourrait en approcher toute autre fraction moindre 
que x et qui aurait un dénominateur plus petit , c’est-à-dire , 
qui serait conçue en termes plus simples. 

Nous n’avons considéré que les fractions intermédiaires 

entre ^ e t ^ : il en sera de même des fractions intermé- 
diaires entre et p, entre p et p » si etc. sont des 

nombres plus grands que l’unité. 

On peut aussi appliquer à l’autre série ^ ^ , £ tout ce 
que nous venons de dire relativement à la première série 
etc.de sorte que si les nombres <f , Ç, etc. sont plus 

n v% 

grands que l’unité, on pourra insérer entre les fractions rL e t 

entre jp et etc. différentes fractions intermédiaires toutes 

plus grandes que x , maïs qui iront continuellement en dimi- 
nuant et qui seront telles qu’elles exprimeront la quantité x 
plus exactement que ne pourroit faire toute autre fraction plus 
grande que x et qui seroit conçue en termes plus simples. 

De plus si C est aussi un nombre plus grand que l'unité, 
on pourra pareillement placer avant la fraction pies fractions 
, Ü+ietc. jusqu’à c ^±l savo i r i. , et ces frao 

tions auront les mêmes propriétés que les autres fractions 
intermédiaires. De cette manière on aura ces deux suites 
complexes de fractions convergentes vers la quantité x. 

Fractions croissantes et plus petites que x 

A ' B+A ^*B + A (r-i )B + A 

Â! y B' 4- A> 1 aB’+A > (v— 0 B' A- A' 

C DA-C a D 4- C (,— i) Z/+C' 

(?’ D , + C ,> 2D' + 0 + 0 

E F + £ 

* e y e+i* etc * 

Fractions décroissantes et plus grandes que x 

A + 1 3Â+i 3 a+> (C-i)A4-i 

~ * a S C-i 

£ C+B _ *C+B ,)C-4-Jt 

B' y C ’+tf ’ a a + Bt 

», *±» ctc 

o<’ e + o> t ecc * 
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Si la quantité x est irrationnelle , les deux séries précédentes 
iront à l’infini, puisque la série des fractions principales 

^ etc. va d’elle-mème à l’infini. 

Les fractions intermédiaires sont appellcés fractions se- 
condaires. 

Mais si la quantité a est rationnelle et égale à une fraction 
quelconque » on a vu que la série des fractions princi- 
pales sera terminée et que la dernière fraction de cette série 
sera la fraction ~ , donc cette fraction terminera nécessai- 
rement aussi l’une des deux séries ci-dessus, mais l’autre 
série pourra toujours aller à l’infini. 

En eflèt, supposons que J soit le dernier dénominateur de la 
fraction continue , jp sera la dernière des fractions princi- 


pales , et la série des fractions plus grandes que .r se 
trouvera terminée par cette même fraction or l’autre 
série des fractions plus petites que x se trouvera natu- 
rellement arretée à la fraction qui précède j mais pour 

la continuer , il n’y a qu’à considérer que le dénominateur « qui 
devrait suivre le dernier dénominateur <f sera <» (page 297), 'de 
sorte que la fraction ~ qui suivrait dans la suite des 

fractions principales serait ^ : or par la loi de 9 

fractions întermédiaires , il est clair qu’à cause de e — », on 
pourra insérer entre les fractions — et jj, une infinité de 


fractions intermédiaires qui seront 

P + C, sD + C 3D + C 
V+ff a D'-t-C ’ 3 D'+C C C * 


c 

ainsi, dans ce cas, on pourra après la f raction Q placer encore 

les fractions intermédiaires dont nous parlons. 

On peut donc résoudre cette question : une fraction expri- 
mée par de grands nombres étant donnée , trouver toutes les 
J raclions en moindres termes qui approchent si près de la 
vérité qu’il soit impossible d’en approcher davantage par des 
fractions plus simples. 

D’après la théorie précédente le problème sera résolu en 
réduisant la fraction proposée en fraction continue , puis en 
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Notes 


formant les fractions convergentes et intercalant des frac- 
tions secondaires. ( Voyez les additions par Lagrange à l’sil- 
gebre d’Euler ). 

Lorsqu'on développe une quantité en fraction continue, 
fl arrive quelquefois que les mêmes dénominateurs revien- 
nent toujours dans le même ordre; dans ce cas, la frac- 
tion continue est dite périodique , et elle peut toujours être 
considérée comme la racine d’une équation du second de- 
gré. Soit la fraction périodique 

i 

X — — T» 

' ' + * 

P +- 

p + etc. 

puisque le nombre des fractions intégrantes est illimité , 
p est clair qu'on peut substituer x à l’ensemble des fractions 
intégrantes qqi suivent la première •, en sorte qu’on aura 


’ = — J— - , d’où x* -\-px — i et* 


—P+ 


P+* / a 

La fraction continue ci-dessus servira donc à trouver la 

V't 


racine carrée du nombre - * 4 


, puisquon a 


Vp' 4- 4 _ /> . I 

- ■ -f* — , i 

a a ^ +~ , r 

P 4* — , . 

P 4- etc. 

En faisant p — z, on obtient 

^ = ‘ + 7 + 1 , • 

1 a 4* etc. 

Soit encore la fraction 

i 

x z=. P 4. — i 

‘J 4' — . r 

P H — , 

» q, 4* etc. 

dont les dénominateurs reviennent périodiquement de deux 
en deux , on aura 
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d’où résulte l’équation du second degré 
* qx x — pqx — p =: o 


Il en seroit de même, si la période étoit composée d’un 
plus grand nombre de termes; c’est-à-dire , qu’on serait 
toujours conduit pour la détermination de x à une équ ation 
<lu second degré. Il peut arriver aussi que la fraction con- 
tinue soit irrégulière dans scs premiers termes, et q l’elle 
ne devienne périodique qu’à une certaine distance du com- 
mencement. Soit ; par exemple , la fraction 


*=p + — i 

•7 +- . i 

r H — , i 

f + — r 
r + — 


* -{-etc. 

«t désignons par y la partie périodique , ou supposons 


> = H — 


• + — r 

r -t- — •• 

* + etc. 


•n aura 




'—p 


mais 


v + i. , d’où y ~ • 

y « + y (ar-rt 

« 

y ~ r -f- i. , 

• + — , d’où sy * — rsy — r = o 
et remplaçant y par sa valeur il viendra 
* ( x—p)'— rs (x—p) [ I— q (*— p ) ] — r £ j__ q (jp—p Q 


équation qui développée et ordonnée par rapport aux puis- 
sances de x , montera au second degré. En la résolvant 
et égalant la valeur de » à la fraction continue qu’elle 
représente , on aura le développement en fraction continue 
de la racine carrée des nombres représentés par la for- 
mule qui se trouvera sous le radical. 

Examinons maintenant dans quel cas une des racines' 
réelles d’une émiation , développée en fraction continue 
d’après la inéi»e exposée frpages 293 et suiv.) sera donnée 
par une fraction continue périodique. 
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Un sait que chaque racine réelle sera de la forme 


* = x 

y + — 


x 

j + etc. 


q étant la valeur entière approchée de la racine réelle de 
la transformée (2V) , r,s , t , etc, les valeurs entières appro- 
chées des transformées successives ( P ), (Ç), etc. Or pour que 
cette fraction soit périodique , il faut qu’à partir d’un certain 
terme les mêmes dénominateurs reviennent dans le même 
ordre à l’infini, ou qu'il y ait deux termes à partir desquels 
la fraction continue soit la même. Donc pôurque la fraction soit 
périodique , il faut que parmi les transformées il s’en trouve 
deux qui aient les mêmes racines ; ainsi , quand on verra 
dans une fraction Continue reparoître un des nombres, déjà 
trouvé, il n’y aura qu’à examiner si les racines des équa- 
tions qui ont ce nombre pour valeur entière approchée sont 
les mêmes , c’est-à-dire , si ces deux équations ont une ra- 
cine commune ; ce qu’on rcconnoîtra aisément en cher- 
chant le commun diviseur- des premiers membres, lequel 
doit nécessairement renfermer toutes les racines communes 
aux deux équations , s’il y en a. Or comme nous avons vu 
que toute fraction périodique se réduit à la racine d’une équa- 
tion du second d egré , il s’ensuit quç. lç commun diviseur 
sera néccssairëmépVdu second degré : on pourra donc , lors- 
que cette condition sera satisfaite , prolonger la fraction con- 
tinue aussi loin qu’on voudra en répétant seulement les 
mêmes nombres sans Jdre obligé dé calculer de nouvelles 
transformées. C ■ 


Définition des fonctions symétriques ou invaria- 
bles , et évaluation des sommes des puissances • 
, entières positives ou négatives des racines en 
coefficient de V équation. 

On appelle, fonction invariable ou symétrique des ra- 
cines d'une équation toute combinaison de ces racines dont 
la valeur numérique reste la même en faisant entre ces 
racines tous les échanges possibles. La somme des racines , 
celle de leurs produits dillércn»aà2, 3 à etc, sont de 
telles fonctions; les sommes des mêmes puiSfnccs positives 
eu négatives de toutes les racines d'une équation sont aussi 
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des fonctions invariables que nous nous proposerons d’abord 
d'exprimer en coeHieicns de l’équation. 

Soit, à cet elict , l’équation 

m m — i m—i m— 3 

x — Ax -\-Bx — Cx . . .■ — r.r- 4 - r’’ — o , . 

a, b, c, d, etc. étant les racines r on aura l'identité 

m m — 1 m — a 

3 C “j“ + — Tx-\- V 

— (x—a) (x—i) ( x—c ) (x — d ) ctc^ (iV) 

Celte équation ayant lieu, quelque soit x, aut-a encore lieu 
en écrivant pour x , x et * étant quelconques ; en 

sorte que m 

(x + i) m — A(x + i)* ' +. . . . . T ( x 4. ,• ) 4. p' 

= [(*— a )+0K x “ z ’)+ , ‘][( x — c ) + *][(*■— O +0 etc- 

On aura donc entre les coefficiens de la première puissance 
de i l’identilé 

m — 1 m — 3 m — 3 

—A[m— -f 5 (/w— 2)0? -{-etc....— I 

— {x — 6 ) ( x — c ) ( x — t/ ) etc. 

+ ( x — a ) (x — c ) ( x — d) etc (P) 

-f ( x — a) (x — A) (x — rf ) etc. 

etc. 

dont le second membre est la somme des quotients qu’on ob- 
tiendroit en divisant le produit de tous les facteurs de la 
proposée successivement par chacun de ces facteurs. Di- 
visant (P) par ( 2 V) , il viendra 

— + — T 


x m — Ax"‘ * 4 - Bx m ~ * 4 - — Tx + y 

= + + + + c,c (P) 


«quation qui aura lieu pour toute valeur de x. Mais 
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3i4 


1 l , a , a f 

= h — + ~ï 4- etc. 

— a x ' x 1 X 3 

I _ « , * , b* . 

~b~ T+x»+^ï + CtC - 


x — b 

i 


s 

I 


x" 

c 


c’ 


^ri=^ + r“ + r» + etc - 

etc. etc. 


Posant donc, pour abréger, 

a0 -f- b -f. c d -f- etc. = S t 

a' + b' -f c 1 -f rf* -f etc. = S m 

°* + + c 3 -f- d} -f- etc. s= S % 

etc. 


m 

a 


m m 

b + C 


-f d + etc. 


•?- 


S t , S', S f S m étant des fonctions à évaluer , l’iden- 

tité Ç deviendra 


mx m ' — — I ) x m ' + J)( m — a) x m ~ mJ ; . . . — T 

«»* — Aï"—' + £x m ~' — Cx m 3 — Tx .+. y 


S, . Si , S* , S m __ ^ 


x m +‘ 


i" + 


i + etc. (R) 


«T+3+3+S+-- 

Multipliant les deux membres de (R) par le dénomina- 
teur du premier , il viendra 

***——» *] 

— ( m — i ) Ax 


mx 


+ ( m — 2 ) 3 — etc. 



Comparant les coefficiens des puissances semblables de x 
on aura les équations * 
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m = m 

S, — mA = — [m — l) A * 
S % — AS, + rriB— ( m — 2)3 


S i —AS % -\-BS,-mC— — (m—3)C 
etc. 

S, -A- o (i) 

S.—4&, +23 = 0 ( 2 ) 

S,— AS, + BS, — 3 6 = o (3) 


5 4 — S | ■+ 3àS* a “ CJ g + O a . ( 4 ) 

etc. 


5i5 


résultats dont la ldi est facile à saisir. 

On remarquera qu’en multipliant le second membre 

J 

de ( 3 ) par x m , le terme donne pour résultat S m x” 1 , - 

et que multipliant par V le terme ™ , il vient m V x~~ 5 r 

en sorte que le coefficient total de x~ * est 

S m — + 77^=0 (S) 

parce que le terme de même exposant de x dans le pre- 
mier membre est o X V — o. En multipliant le terme 
Sm-h. 

-^rr, par x m , dans (3), on a + , x * ; d’autre 

part, le produit de -J par V est S, Vx~" ; d’où on conclut 

pour le coefficient total de x~' 

S n + .~AS m +BS M _ + VS,-o.... (T) 

parce que le coefficient de x * dans le premier membre 
de (3) est nul. 

Des formules ( S ) et ( T ) , on conclut que les sommes 
des puissances successives des racines forment , à partir 
de la m ,m * inclusivement , une série récurrente dont l’échelle 
de relation est(pag. 246 ). 

» A — 3 + C — D ... . etc. 

L’équation du troisième degré 

x ' — 2 x • — 5 =0 
«oniparée avec la proposée donne 

A — o, 3 = — 2 , C = + 5, £=50, etc. 
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reportant ces valeurs dans les formules (i) , (i)‘, (3) , etc. , on 
en déduit les sommes des puissances successives des racines 

S — o , S =z a , S -=z i 5 , S = 8 , S — 5 o, S gi 

Lequation du quatrième degré 
, x4 — x* — 19 x* -j- 49 x — 3o — o 

donne 

A — 1 , B — — 19, C— — 49, H= — 3o 
et substitutions faites dans les formules (i) , (2) , (3) , etc. , 
on’trouve 

S = 1 , S = 39 , S — — 89 , S = 723 

s a * 4 ' * 

En supposant x —î dans l’équation ( M) , les racines 
de la transformée seront - ~ , * etc. Ainsi calculant . 

o y o * c 9 

au moyen des formules (1) 4(2) , (3) (i’) , (T) , etc. , 

les sommes S, , S t , , etc. pour la transformée , on au- 

roit les sommes des puissances négatives de la proposée. 

On pourra calculer directement des formules analogues 
aux précédentes pour les puissances négatives : à cet énet , 

on développera les fractions — - — — '—r — - — , etc. , 

rr _ * — a } * — b J x—c ’ _ * 

suivant les puissances positives de x ; ce qui donnera l’identité 

u»-i m-3 m-3 

mx ■— ( m — t ) Ax -4- ( m — a ) Bx — etc. — T 

x m _ Ax m ~ l + £x m ~‘ -4- V 

=“( ï + i + è + etc - ) — + p + etc.) x— etc 

= — ,S — a Sx — ji’x* ■ — etc. 
en désignant par ,S , % S , ,S , etc. les sommes des premières * 
secondes , etc. puissances négatives de la proposée. I.es deux 
termes de la fraction qui forme le premier membre de 
l’identité qui précède étant écrits dans un ordre inverse , 
donneront 


— r-f> 2Sx — 3 Jtx*— 4Q*’ —«te 
V — Ts + Sx' —Rx 3 •+■ etc 


— — S , — % S & — j Sx * =re te (R 1 ) 


en sorte que multipliant les deux membres de (R’) par le 
dénominateur , et comparant ensuite les coefficiens des puis- 
sances semblables de x , on aura les formules des puissances 
réciproques des racines. 

Evaluation 
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Evaluation des coefficiens de ï équation auas 
carrés des différences des racines en fonctions 
des coefficiens de l équation donnée. 

La recherche de l’équation qui donne les cartes des dif- 
férences entre les racines d’une équation , prise deux à deux , 
devient très - laborieuse , quand on emploie l’élimination 
indiquée ( pag. a85 ). Celte équation étant d'un usage 
fréquent dans fa résolution des équations numériques , il sera 
bon d'avoir des formules au moyen desquelles on puisse 
exprimer ses coefficiens par ceux de la proposée, 

Soit , à cet effet , l’équation 

xm — Ax »-* -j- Bx m ~‘ — Cx m ~ * -f- . . . -f V— o 

c , i , c, etc. ses racines, A' , 3' , C' , etc. les coefficiens 
de l'équation aux carrés des différences ; il s’agit donc d’éva- 
luer a' , B' , Cf , etc. en A , B , C , etc. Ou est parvenu 
précédemment aux équations 

(i) S,— A = o 

(x) S — AS, -f 2.8 = o 

(3) S t — AS* + BS t — 3 C= o 

etc. 

qui donnent les sommes des puissances des racines au 
moyen des coefficiens , et réciproquement : en sorte que la 

a ucstion se réduit à évaluer en A , B , C , etc. les sommes 
es puissances des racines de l’équation aux carrés des diffé- 
rences ; car alors remplaçant dans ces formules S, , S % S 
etc. par ces expressions , les valeurs de A , B , C etc. qu’ou 
en déduira , seront celles des coefficiens A' , B' , Cf etc. 
Considérons cette suite de binômes 

( x — a f -f (x— â)r H- (x — c)'+ (x—dy+e te., 
lesquels développés suivant les puissances de x donnent 
mx > — etc )«•'-* 

- + Si ~~ a '~ ( «* + &* -{- c 1 -j- etc.) - * . _ . . . 

*“ '• ~T~ HT < a * + bi + c ’ + etc - ) -■ + etc* 

~ mx* — sS,x'~ l 4 . s. ‘JZlStx ' -* 

I » — 2 ... , 

; s - — 7 - • + etc. 

Tome II. . % 
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m. 

qui donne 


m — T 
a 


Z. O E B B B. 

m — 3 r. 


3l$ 


A 


P — 2/14. 

ayx — 1 Z fi — 

a fi — 3 

a S 

4 

en sorte que 

f xs m.f 

— 2 uS S 


^ tfi 

a 3ju 

4-a«. — - 

i S .S - 

„ ùu — I 

2/A • ” 


H- + « 
/* 


-f 



a/x — 3 

. , »/x— » 3/x— a au- 5 

+ -%-• -£=" 
le signe -f- correspondant à /tt nombre pair , et le signe — 
à n nombre impair. Faisant dans cette formule/* — i, 
ft= 2 , /* = 3 , etc. , on aura en sommes des puissances 
des racines de la proposée , et conséquemment en coeffi*. 
cicns A , B , C , etc. , les sommes des puissances des ra- 
cines de l’équation aux carrés des différences 

4- (a — b)' -f (a— c)’4-etc. + (£— -ç_d* -f etc. = <r, 

+ (a — ô)4-f (a— c )4 — etc. -J— (£ — c )4 -f etc. =s ? m 
(a — b ) 6 -{-(a— c)« 4-etc. 4-(6 — o)« 4- etc. =c *r, 
Remplaçant dans les formules (1) , (2) , (3) , etc. trou- 
vées ( pag‘. 90) S, , , Sj , etc. par <r t , <r a , <r } , etc. quoa 

sait évaluer , et changeant A , B , C , etc., en A 1 , B', O etc. > 
on aura ces formules 


A'-*, 


B ' =s 


x#V. - * 


rv B'<r t — A'r, 4 r 

3 


Z>' = 


— dr ' ~ + 

4 

etc. etc. 


m. m — I 


Les relations précédentes sont en nombre — - , parce que 

l’équation aux carrés des] différences est du degré - - m ~~ T . 

pour en déduire les, coefficiens A 1 , £’ , C'.el c. , il faut 
connoitre les sommes Cj, ^ <r ce qui exige qu’on 

X a 
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connusse aussi S t , S* , ou qu’on ait traité m.m — t 

équations entre ces dernieres sommes et les coefficiens de 
la proposée ; cela fait , on aura 1 quantités <r x <r^ 

à évaluer , et enfin — coefficiens A! , B' , etc. à cal- 

tn (ffi— 1 1 

culer , ce qui donne en tout m (m — i) -{-2. — ou 

a t» ( /» — * ) formules à traiter. 

Soit , par exemple , 

x* — 2 .x — 5 = o 

l’équation aux carrés des difiérences sera du même degré et 
delà forme • . 

y* *— A'y‘ -f- B'y — C' — o 

On a pour la proposée .. , ... 

- ■• a^zo,B = — 2., C — 5 

d’où •-.’•••• 

■ 5 1 , =o, i 1 » — 4i = 3,^i =5o, 5, s;9t 


«■,=.12, <r i =72, <r } =— 1497 


donc 

et' de là . , ■ 

'A'~ T'±, B '—36 , C* — — - 643 

.en sorte que l’équation cherchée sera 

y’ — 127* + 36 .y -f- 643 = o 


Toute fonction algébrique , rationnelle et invaria- 
ble des racines d’une équation peut toujours 
être exprimée cCune manière rationnelle au 
moyen des coefficiens de cette équation. 

Soient «t , 6 , y , <T etc. les racines d’une équation , et 
supposons que les termes de la fonction proposée soient 
de la forme *" y p . Si l’on représente par T. a." la somme 
des puissances- du degré n des racines , et par T. a? celle 
•des puissances du degré p t ou, en d’autres termes, si on 
pose 

«t» 4- C" -f- y" -f- <T" + etc. rsa T. «" 

d + C' + f + S" + etc. = T. a’ 
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et qu’on multiplie T. a" par T. u ? , le produit contiendra 
deux espèces de termes , les uns de la torme a* £ p que 
nous désignerons par T. a* C p , les autres tels que a"'*'* 
que nous désignerons par T. <t' ,+p ; on aura donc 

T. a" XT.a p = T. a" V + T. a. n + p 

d’où on déduit 

T. a" £ p = T. et” X T. a' — T. (i) 

Ai nsi la somme des termes de la forme a" C p sera donnée 
au moyen de celle des puissances n, p et n-\-p des ra- 
cines de la proposée, et conséquemment elle pourra se tra- 
duire en coeihciens de la proposée. Si on multiplie les 
deux membres de la dernière équation ci-dessus par la 
somme des puissances q des racines ou par T. a ? , on aura 

T. u? X T. a» C p = T. a" X T. a p X T. et 7 — T. a? X T. a.”+ p 

Effectuant la multiplication indiquée dans le premier mem- 
bre , on trouvera dans le produit trois classes distinctes 
de termes : l’une comprendra les termes de la forme ; 

la seconde , ceux-ci a? +t £" , et la troisième , tous les termes 
tel:s que a» Q p y 7 : si donc on désigne la collection des pre- 
miers par T. a.*'*’ 7 i p , celle des seconds par T. «F +7 6" et 
enfin la totalité des autres par T. a" £ p y 7 , on aura 

T. a» & y 7 4- T. a n + 7 C p + T. a. p + 7 £” 

= T. a" X T. «F XT.cS — T. a ? J X T. u” +p 

d’où on déduit 

T. a" £ p y 9 = T. a" X T. «F X T. a» — T. a?*"’ C p 
— T- a '’•+■» C» — T. u? X T. aF+ p 

Or T. a.’"*' 7 £ p et T. ùF^ 7 O étant des fonctions formées 
du produit de deux lettres , on peut les faire dépendre 
de sommes des puissances des racines en changeant dans 
la formule ( 1 ) d abord n en q , ce qui donne 

T. a CF =z T. a.” X T. a" +7 — T. aF+- p + 7 

puis n en p + q et p et n , ce qui donne 

T. uF+ 7 C” — T. a" X T. a*** — T. a F+P+-9 

et substituant dans l’expression de T. «" CF y 1 , on aura 
cette égalité 

* . X 3 
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• T. &" t” y" = T. et" X T aP X T. ni — T. a? X T. et" 4- r 

— T. «» X 2*. e(P+»— r. a» X T. <L n +p -f- 2 T.ct n +P +1 (a) 

dans le second membre de laquelle il n’entre plus que des 
sommes des puissances des racines , traductibles en coeffi- 
ciens de l’équation donnée. En continuant à opérer de cetta 
manière , on parviendroit à faire dépendre de sommes des 
puissances des racines une fonction symétrique composée 
d’une suite de termes tels que et" Cfyf S r 
Proposons-nous, comme application de ce que nous venons 
de dire , d évaluer les coeffîciens d’une équation qui auroit 
pour racines toutes les sommes qn’on peut former avec les 
racines d’une équation donnée , prises deux à deux. 

Soit, pour plus de simplicité, une équation du troisième 
degré 

dont les racines soient a,C ,y , en sorte que celles de l’équa- 
tion cherchée seront «-l-C ) <ic-+-}',6-J-}/:si,ïest l’inconnue 
da la nouvelle équation, on aura 

+ [*-(*+>)] [.-(î + y)J=o 

Comme les racines a, G, y entrent de la ni§tne manière et 
le même nombre de fois dans les facteurs , les coelïicicns 
du produit développé resteront les mêmes en faisant entre 
ces racines tous les échangés possibles ; ces coefficiens seront 
donc des fonctions invariables des racines a , G , y et pourront 
conséquemment être délerminés au moyen des coefficiens 
P, Q et R de la proposée. Eilectuant les produits indiquées, 
on trouvera 

— 2 (*-K+y) ** + («* + c* +y' + 3 aG+ 3 «y 4 3 Cy)a 

— (*>6 4- «G* +A'y + «y* 4- G*y 4. Gy* ) = o 
Or on a 

*4*£ + ÿ — — P 

a* 4" "1" y* *4" 3 et G 4” 3 et y 4~ 3 G y ~ j P 1 4 Q 
et faisant n = 2etp = i dans la formule (1), on trouve 
*• C4«G‘4**y +Ay'+C‘y+Cy'=T. A*C—T. et’ X T.A—T.A» 
Mais on a ( page 315 ) 

T. et* ou S % — P' — 2 Q 

T. a 1 ou =5 — P* 4 3 P Q — 3 H 
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donc l’équation cherchée devient 

z s 4-aPz* + (P* 4 - Q)* + P Q~ 3 K = o 

On voit, par cet exemple , que pour trouver V équation tfch 
dépend une fonction assignée des racines d’une équation pro- 
posée , il faut faire dans cette f onction toutes les permuta- 
tions possibles entre les racines a. , G , y etc. et désignant par 
tt' ,C* , y 1 etc. les combinaisons qui en résultent. . on égaiera, 
à zéro le produit des facteurs ( z — *') , (s — C' fi, (z — y'), 
etc. alors les coefficiens des puissances de zmans ï équation à 
laquelle on parviendra , étant des fonctions symétriques des 
quantités a.', 0 , y' etc. qui elles-mêmes sont , d’après leur 
formation , des fonctions symétriques des racines a., C,yefc. de 
la proposée , pourront être traduits sous une forme rationnelle , 
au moyen des coefficiens de T équation donnée % 

Les considérations précédentes fournissent un nouveau 
moyen d'obtenir l'équation aux carrés des différences des 
racines d une équation donnée ; elles serviront aussi dans, 
la résolution générale des équations , comme on le verra par 
la suite. 

Du degré de V équation finale résultante de V éli- 
mination d’une inconnue entre deux équations 
et deux inconnues. 

L’équation finale résultante de l’élimination d’une inûpnnuo 
entre deux équations à deux inconnues peut encore se déduire 
de la propriété des fonctions invariables des racines. 

Soient 

-f Px m ~' + Qx m ~' 4- + Tr+r=o (AO 

4. PV”‘ + 4- + Vx 4- F* = o (AO 

les deux équations proposées dans lesquelles les coefficiens 
P, O .... T, y, P 1 , O' .... P et F* sont des fonctions dey seu- 
lement. Concevons qu’on ait résolu l’équation (A/) par rapport 
à x et qu’on ait trouvé les racines x = », x — — 7 e ‘ c " 

tt. f ,y y etc. étant des fonctions de l’autre inconnucy , u est 
clair qu’en faisant xr=.a dans (M), cette équation sera satis- 
faite, quelque valeur qu’on suppose à y; mais les memes racine» 
doivent convenir en même tems à l’equation (A T ) , condition, 
qui limite le nombre des valeurs ./ , on doit donc avoir 

*»4 P'**-* 4 OU'"— 4- *" = ° CO 

M 
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équation qui ne renferme plus qucjr et dont les racines com- 
binées avec = « satisferont à la fois aux équations (A/) et 
<iV) 5 donc 1 équation finale en y doit avoir parmi ses racines 
toutes celles de l’équation (i). On prouverait de la même 
manière que les racines des équations 

C*+P'e n -' + Ç'C n ~ ’ + -f TG + T^' — o ( 2 ) 

7 " + P'y n ~‘ + Ç' 7 n ~ t + + T'y+V’ = O (3) 

combinés avec les valeurs x — G, x — y , etc. doivent satis- 
faire aux équations (M)et(i\f)etquc les valeurs dey, déduites 
de (2) et ( 3 ) sont des racines de l’équation finale : on obtien- 
drait donc celle-ci , si les fonctions a., G , y etc. de y étaient 
connues , en multipliant entre elles les équations (1) , (2), 
(3) etc. et égalant le produit à zéro ; mais , dans ce produit , 
toutes les racines et, G, y etc. seront combinées de la même 
manière , elles pourront donc être évaluées en coefficiens 
P,Q, .... T, V de l'équation proposée , d’après l’analyse 
exposée précédemment, et le résultat sera l'équation finale y. 
Examinons maintenant à quel degré , au plus , peut s’élever 
cette équation : dans le produit des équations (1) , (2) , (3) etc. 
le résultat de la multiplication des termes de la première ligne 
verticale sera 

( a. G y etc. ) n — V” 

mais le plus haut exposant dey dans V ne peut surpasser m , 
en sorte que V* ne peut renfermer y avec un exposant plus 
éléyé «fue m n : passons au produit des seconds termes 

P' m ( a @y etc. = P" n r~' 

JP 1 étant de la forme a -f- b y , P ,m contient au plusy" , d’une 
autre part V n — < ne peut être que de la dimension' m n — m 
en y , en sorte que P ,m .V *— * renfermera , au plus , y »». On 
prouverait de la même manière que dans le produit des 
troisièmes termes, ou dans 

. Ç' m ( ctGy etc. )"*“* = Q>” V”~* 

l’inconnuey ne peut être aflectéed’un exposant plus élevé que 
Tn n et ainsi des produits des autres termes verticalement 
placés. Reste donc maintenant à démontrer qu’en prenant un 
terme quelconque dans chacune des équations (i), (2), (3) etc. 
le produit ne peut contenir y avec un exposant plus élevé 
que m n. Soient r l’exposant de et dans le terme arbitraire 
pris dans l’équation ( 1 ) et k le coefficient , r 1 l’exposant de G 
dans un des termes de (2) et k' le coefficient, r» celai de y 


\ 
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dans un terme quelconque de (3) et k 1 ' son coefficient et ainsi 
de suitefen sorte qu’on aitle produit kai X A' C X A 11 y r "-\- etc. 
Ou observera dabord que chacune des sommes faites de 
> et de l’exposant de y dans fc, de r' et de l'exposant de y 
dans k' , de r 11 et de l’exposant de y dans k" , et ainsi de 
suite, ne peut excéder n , d’où il est aisé de conclure , en 
observant d’ailleurs que les équations (i) , (2) , (3) , etc. 
sont en nombre m , que l’exposant de y dans le produit des 
coefficiens k, k’ , k" etc. plus le nombre r -j- r 1 4- r" -j- etc. 
forment une somme qui ne peut surpasser m n. La proposi- 
tion æra donc établie si on démontre que la somme des termes 
de la iotmc tt r C r ' y r " etc. , qui, dans le produit des équa- 
tions (1), (2), (3) , etc. ont le mâme coefficient k. k.' k." etc. , ne 
contientjy qu’à la dimension r -j- r 1 -f- r" etc. En faisant usage 
du théorème sur les fonctions invariables , démontré dans le 
titre précédent, la question se réduira, en dernière analyse, 
à prouver que T.a. r + r '+ r " etc qui entre dans l’expression 
de T. <t r i r ' y r " etc. est de dimension r -}- r 1 -f- r 11 -j- etc. en .y, 
ce dont on se convaincra en observant que la somme des puis- 
sances r i J -(- r" -j- etc. des racines d’une équation est 
donnée au moyen de r -j- r' -j- r 11 -}- etc. coefficiens de cette 
équation , et qu’ainsi cette soitimc comprendra un coefficient 
dans lequel l’inconnuey sera , au plus , élevée à la puissance 
r -f- r' 4. r" -f- etc. 

quelconque ne 
'es ou des ra- 

a-\-b — x 

a et b étant des quantités réelles. 

On sait que toute équation de degré impair est divisible par 
un facteur réel du premier degré. Il suffit donc de prouver 
que toute équation de degré pair est décomposable en fac- 
teurs du second degré de la forme 

se 771 X + n 

metn étant des quantités réelles. 

Nous ferons précéder la démonstration de cette proposi- 
tion de quelques théorèmes préliminaires. 

Si une équation algébrique a pour racine une quantité de 

la forme a+i / — I , elle en aura nécessairement un e autre 
de la Jbnne a — b \S — x . 


Une équation algébrique de degré 
peut avoir que des racines rêei 
cines imaginaires de la forme 
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Soit l'équation 

+ . . .4. T x — P=o (M) 

a + b ^—1 étant, par hypothèse , une des racines de 
cette équ ation , le premier membre s’évanouira en écrivant 

a + b V' — • 1 pour x dans (M) i on aura donc 

(a -j- b — 1 )"» — 04- bÿ ~ — . x )«”« 

+ B ( a 4- b i/~ — 1 )**“* — etc . . — V ~ o . . ( 0 ) 

En effectuant les déveioppemens , le résultat sera composé 
de deux espèces de termes • les uns réels donnés par le 
premier terme de chaque binôme, et par les puissances paires 

de 4- è V' — xj les autres imaginaires , provenant des 
puissances impaires d? 4 -i 1 :en sorte que le premier 

membre de ( N) sera de la forme P Q Ÿ — 1, en re- 
présentant par P la somme des termes réels , et par Q la 
somme des coefficiens aussi réels de ^ — x. On aura donG 

P -j- Q y — x =0 d’où P = o , Q = o 
Tout se réduit donc à prouver qu’on aura aussi 

(a — b \S — 1 ) m — A (a— b Ÿ — I )*"• 

' 4 '-®( a — — 1 )*“■ — etc. . . =0. . .(P) 

Or ce résultat sera, comme lfc précédent, composé de termes 
réels et de termes imaginaires; les puissances paires de — b 

étant les mêmes que celles de 4" é ^ — 1 et les premiers 
termes des binômes étant aussi les mêmes dans (JV) et (P), 
on aura de part et d’autre P pour la somme des termes 
réels. Les puissances impaires de— 4 / — 1 ne diilérant 
que par le signe de celles de 4* à Ÿ — 1 , la somme des 

termes imaginaires sera donc — Q )/ — 1, en sorte que le 
résultat de la seconde substitution sera 

p— ç y — 1 

Mais on a trouvé 

P~o,Ç — oi donc P — ç — 1 — o 
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donc la quantité a — b — 1 substituée au lieu de * dans 
la proposée , réduit aussi le premier membre à zéro. 

Lemme. Toute Jonction algébrique de a + b ^ — I peut 
être ramenée à la forme P + Ç — I , P et Q étant de* 
quantités réelles. 

i°. On a 

a ± b[r=ri + a> ± b’ \T =1 i etc. = a -|- a! -f- etc, 

+ (£-f i'-fctc.) ^ — I 
OU 

P =5 a al cte- Ç = * + + etc. 

a*... — 1 ) ( a' + b'ÿ~~— I ) = ( aal — ii*) 

± (a’b+ab')\/^^l 
ou 

P a a’ — b b' ; Ç — a' b * 4 " a è 1 
30 »±bV / ~, _ (a±.b\/^T) Q' qp y V- « ) ' 

a'±b> V~% ~ ( a'± b' 1/HTj ( «' 3: W x )“ 

_ (a*' + bV)±(a , b— ob’) V— 1 j 
«'* + y* 

OU . . 

D _ ««' + W . n __ a’ b - aV 

* ~~ a ! '* + &'> ’ * «'* rf- V' 

I.e 3 calculs faits pour démontrer le pre mier t héorème do 
ce titre , prouvent que la fonction (a + b V ' — 1 )" est de la 
forme P + O V — 1. On peut encore démontrer cette pro- 
position par les simples opérations de l’algèbre élémentaire , 

lorsque a + b ^ — x est affecté d’un radical pair de la forme 
2 m . Considérons donc la fonction a + b y' — 1 , et posons 

a -J- b V — I -f- }T a — b \é— I =S ». . . .(l) 
élevant au carré, il vient 

a a 4. a? -f 6* =s u* 
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quantité nécessairement positive , donc u sera une quantité 
réelle : élevant ensuite au carré la dillérence 

Va -j- b ]/~i — V~ a — b i/~i =t... .(2) - 

ce qui donne 

20 — 2 a * = 

t* sera une quantité essentiellement négative : donc on 
pourra poser 

t‘ = —V' j d’où / =a + VV '"- ~1 

V étant une quantité réelle : ajoutant les résultats (i) et (2), 
il viendra 

2 V a -f- b y — 1 ~u + V y — 1 
et retranchant (2) de (1) , on aura 


2 v a — b y — i — u^yy — 1 

d’où on conclut 

v a ± b y — i = 4 ( u + v y — 1 ) = p + ç y~ 1 

Considérons encore la quantité 

4 4 __________ 

y a + T> y—i -\-V" a — b y— x = 2 .... ( 3 ) 
on aura par l’élévation au carré , 

a -f b y~i -f 2 i/o 1 4. b * 

f • 

-f- V~ a — b y — 1 = u -J- 2 y à 1 -f* b‘ ~ z* 

quantité essentiellement positive , donc z sera une quantité 
réelle. Si on élève au carré les deux membres de 

4 4 

y/~ a 4- * v— 1 * v— x = ». . . .(4) 

on aura 
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, ♦ 

V ct-\- b j/ — I — 2 v a* b' 

4 

4" a — b 1/ — 1 = m — 2 a * -4- 6 1 = 1'* 

quantité essentiellement négative, car on a fait 

« 

U 23 1^" U “4“ b j/ — I 4- ^ K t 

* 

en sorte que 

«* = 2a -f 2 V a* -f i* < 4 V a* -fé* 

4 

donc a < 2 (/ ü . _j_ i 1 . 

Soit donc 

_ X\ d’où v = ± A'V r ~ 

» 

JT étant une quantité réelle : combinant les équations (3) 
et (4) par addition et par soustraction, il viendra 

4 

I /~a±b yZTT —i( z ± x ) — p ±ç ]/— 1 

où P et Ç sont des quantités réelles. „ 

Nous passerons maintenant à la démonstration du théo- 
rème annoncé. Soit, à cet effet, l'équation 

x m -4- Ax m ~ l -f Bx m ~‘ -j- 4" Tx -f- V~o 

m étant de la forme 2 y . , /a étant un nombre impair, et con- 
séquemment m un nombre pair une fois seulement divisible 
par 2. Quoique les racines, de cette équation ne soient pas 
connues , on pourra néanmoins exprimer au moyen des 
coefficiens A , B .... T et V ceux, d’une autre équation qui au- 
rait pour racines toutes les sommes différentes des racines a , 
b , c etc. prises deux à deux. Une équation ainsi formée sera 
du degré m. nombre impair , puisque , par hypothèse , 

m est une seule fois divisible par 2 , donc elle aura au moins 
une racine réelle ; mais l’éqiwtion qui aurait pour racines tous 
les produits différons des rapines de la proposée, multipliées » 

deux à deux, serait aussi du degré — — j donc il existe 

deux racines de la proposée , dont la somme est.réelle ,et deux 
dont le produit est aussi réel. Mais pour que la proposée soit 
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divisible par un facteur réel tel que 

* ** + m x -f- n 

fl faut de plus que les deux racines qui donnent une somme 
réelle donnent aussi un produit réel. Pour prouver que 
la proposée aura deux racines qui satisferont à eette condition, 
considérons l'équation dont les racines soient une fonction de 
celles de la proposée, telles que a -{-b -f- kab, le coefficient 
k étant quelconque : cette équation sera encore du degré 

m m ~" 1 i die aura donc au moins une racine réelle , et comme 

a 

on peut Assigner à k une infinité de valeurs différentes , on 
pourra donc former une infinité de ces équations dont cha- 
cune aura , au moins , une racine réelle ; et si, 'par exemple, 
la proposée est du sixième degré, on ne pourra nier que 
quinze fois de suite que la racine réelle qu’on trouve ne 
soit la même , à la différence du nombre k , que l’une des ra- 
cines réelles déjà trouvées : conséquemment il existera deux 
racines réelles telles que 

a b k a b 


* a -f- b k'a b 

qui se composeront des mêmes lettres , en sorte qu’on aura 
<V-f- b -J- k a b = et 
a "f - é -f- k'a b = C 

<t et C étant des quantités réelles : on déduit de là 


ab — 


a — C . 
k — *' 7 


a -J- b ss 


V*-kC 

V-* 


Donc P équation du degré 2 /u , p. étant un nombre impair quel- 
conque , admet unjacteur réel du second degré. 

Si la proposée est du degré 4 p , p étant un nombre im- 
pair quelconque, l’équation d’où dépendra la fonction des 
racines a -f b -f- kab, sera du degré a v, r étant aussi un 
nombre impair; cette équation aura, d’après ce qui vient 
d’être démontré , un facteur réel de la forme. 

u 1 -f- mju -f- n 

qui par sa résolution donnera l’une des combinaisons 
a -f - b k a b , a -f-c -f- k a c , etc. 

Donc parmi toutes ces combinaisons , il y en aura une do la 
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forme A -j- B V ‘ — i , et donnant à k une infinité de valeurs 
successives, chacune des équations résultantes admettra un fac- 
teur réel du second degré qui donnera une racine de la même 
forme : on retrouvera donc nécessairement deux combinai- 
sons entre les mêmes lettre* 

a -j- b + kab = A + B V / ZT X 

+ k'ab = A' -f B 1 

d'où on déduit 

a-f é = ab= + 

f 

donc la proposée aura un facteur du second degré de la 
forme 

** _( itf-f 2V V' — 

d’eù 

réductible à la forme 

x=p + qV - T 

mais une racine de cette forme a toujours , d’après ce qui a 
été démontré précédemment, une conjuguée telleque 

x=zP — Ç Ÿ — i * 

et le produit des facteurs correspondans est m 

et n étant des quantités réelles. Donc une équation du degré 
Ap, p étant impair , admet un facteur réel du second, degré 
On étendrait facilement cette analyse à une équation d’un 
degré trois, quatre , etc. fois divisible par 2 , et on conclurait 
I». Qu’une équation de degré pair est décomposable en fac- 
teurs réels du second degré. 

! 2°. Qu’une équation ne peut avoir que des racines réelle s ou 

des racines imaginaires de même forme que celles du second 
(fc » 

On peut conclure de la prop ositio n précédente que toute 

Jonction algébrique delà -f b V — I est de même forme \ car 
égalant la fonction qu'on considère à une inconnue , et faisant 
disparaître les radicaux quelle contient par L’élévation aux 
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puissances successives , on aura pour déterminer l'inconnue 
une équation de degré pair dont les racines imaginaires se- 
ront de la forme P ± Q V * — i. 

Règle des signes. 


Une équation de degré quelconque ne peut avoir plus de ra- 
cines positives que 'de variations de signes , ni plus de racines 
négatives que de permanences ou de répétitions suivies du 
même signe. 

La proposition sera prouvée, si l’on fait voir que la mul- 
tiplication du premier membre par un facteur x -f- a corres- 
pondant à une racine négative, n’introduit pas dans le produit 
une variation déplus , et que la multiplication par le facteur 
x — a ne donne pas une permanence de plus , parce que le 
produit contenant un terme de plus que le multiplicande , il 
s’y trouvera , dans le premier cas , au moins une permanence 
de plus, et dans le second au moins une variation de plus, 
^oit l’équation proposée 

-f- Aa.™-' Bx m ~* -j- . . . . -{- Tx -f- V — o 


le produit par x -f- a sera 


x 1 ,l + x -\-Ax m - f- Bx m 1 -j- 
-j- ax m -j- Aax m ~‘ -f- 


-f Tx'+ Vx 
aSx 1 aTx 



Le coefficient de chaque terme du produit est égal à celui du 
terme # de même rang dans la proposée, augmenté du coeffi- 
cient du terme précédent, multiplié par a. D’après cette gé- 
nération , on voit que , pour obtenir les signes du produit , il 
suffit d’écrire la suite des signes du multiplicande , et .au- 
dessous la même suite , eu ne commençant qu'à la seconde 
place. • , 

„ Soit donc 


+ + + -+— + -* + -- + + + 

la suite des signes du multiplicande ; ceux du produit se- 
ront , pour le facteur x a , 

+ + + 1 + — + h + + 

+ + + - + + - + + + + 

'■» .-f" 4" 4* * * *• — i i i i — ; i -j- -j- 

où 
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OÙ la lettre i indique l’indétermination du signe du ré- 
sultat , lorsqu’on fait abstraction de toute valeur numé- 
rique des coefficiens : tant qu’il y aura permanence dans 
le multiplicande , à partir du premier terme , il y aura 
aussi permanence dans le produit ; mais lorsque la perma- 
nence cessera au multiplicande , le signe correspondant du 
produit deviendra indéterminé , et l’indétermination conti- 
nuera jusqu’à ce que la permanence se rétablisse dans le 
multiplicande, auquel cas le signe du produit deviendra dé- 
terminé et ainsi de suite. Le nombre des signes indéterminés 
du produit sera donc le même que celui des variations désignes 
du multiplicande : il suffit donc de faire voir que les signes 
indéterminés ne peuvent, dans aucun cas, introduire au 
produit plus de variations qu’il ne s’en trouve au multipli- 
cande. Un seul signe indéterminé ne peut être compris qu’entre 
des signes dissemblables -}- et — ou — et -J- : si pour cette in- 
détermination on prend le signe -J- , il y aura, dans le premier 
cas , permanence de -f- à -j- et variation de -j- à — ; si on rem- 
place le signe indéterminé par — , il y aura variation de 
+ à — et permanence de — à — ; il çn sera de même en 
supposant -|- ou — entre les dfeux signes — et -f ; ainsi un 
signe indéterminé compris entre deux signes déterminés ne 
peut donner qu’une variation. Un nombre impair de signes 
indéterminés consécutifs se trouve compris entre deux - signes 
dissemblables, et un nombre pair de ces signes successifs est 
intercepté entre deux signes semblables; dans l’un et l’autre 
cas, le plus grand nombre de variations qu'on pourrait intro- 
duire en supposant des signes au lieu de ces indétermina- 
tions serait, au plus, égal au nombre des variations corrcs- 

S ondantes dans le multiplicande. Donc, comme il y a au pro- 
uit un signe de plus qu’au multiplicande , on doit conclure que 
le facteur x -j- a a introduit , au moins , une permanence , et 
qu’ainsi le nombre des racines négatives ne peut être plus 
grand que celui des permanences. 

On prouverait par un raisonnement semblable , qu’en mul- 
tipliant par un facteurs — a , le produit ne peut contenir au 
de-là du nombre des permanences qui se trouvent au multipli- 
cande, et comme il se trouve dans ce produit un signe de 
plus que dans l’équation, il s’y sera donc introduit, au moins, 
une variation de plus. 

U suit du théorème précédent , que lorsque toutes les ra- 
cines de la proposée sont réelles , le nombre des racines posi- 
tives est précisément le meme que celui des variations , et que 
les racines négatives sont en même nombre que les per- 
manences. 

Tome 11, Y 


err, N O T K *' 

Sa des perm.nencL fui,»., par hypothèse. taules 1» 
racines sont réelles , on auia 

rn 1 -}- n 1 — -j- n 

« observant 

*» <*»-* **■ 

leurs que « ne peut etre > « , d° nc 

nr=zn* elm—ml 

^■rKïfcrs 

assez souvent recon g, c H e t s i 0 n restitue le terme 

“!» 1»' '* r Æ îSSl- + « Ct - « pour , 

x qui manque en lui , , r : a p ons 0 u des permanences 
coefficient , le nom d substlUl(lons scron t dillérens ou les 
qm rcsulteroii de ü existera des racines imagi- 
nâmes: dans le P 1 ? - Que toutes les racines fussent 

naircs ; car si on d Desc artes , à deux 

réelles, oh des racines posH 

conclusions contrad ^ cas ? toutes lcs racine» 

peuvent S Ses , mais rien jusqu'ic. ne prouve quelle, 
le soient. 

Caractères qui servent à reconn oüres i tout* les 
racines d’une équation sont réelles , et le pins 
grand nombre de racines imaginaires quels . 

puisse avoir. 

Lorsque toute, le, racine, d'une équation S&fKS 
différences entre ces racines l’équation 

-rr* rteiles’e. po- 

aux carre cons é(tuent ses termes sont alternativement 

suives. P ... d: ce tte condition n’a pas lieu , il laut 
positils et négatifs, b racines imaginaires. Récipro- 

conclure que J^P^P^u^auscarrés^cs différences n’a que des 
quement, si lequatmn proposée n’aura que des racines 
variations de signe , n Jtoicnt pas toutes réelles , il y en 
Æiri“ad;urin.a g inare, que non, dé.tgneron. 

41 . /■■ /* W • 1» rrn 


par 


« + C 


loins aeux , , ,.7., 

j /ZZ~T, <l — * C K<— i J le quarré de la différence 
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scroit — q C* ; donc l’équation aux carrés des différences au- 
roit au moins une racine réelle et négative , et par conséquent 
au moins une permanence: ce qui est contre la supposition. 

Puisque chaque couple de racines imaginaires de l’équation 
proposée introduit au moins une racine réelle négative dans 
l'équation aux carrés des différences , et qu’une racine 
réelle négative introduit au moins une permanence de signes , 
l’équation proposée ne pourra donc pas avoir un nombre de 
racines imaginaires plus grand que le double des permanences 
de signes dans l’équation aux carrés des différences. Ainsi 
on pourra toujours reconnoître , à l'inspection des signes de 
cette équation , si toutes les racines de l’équation proposée 
sont réelles , et le plus grand nombre des racines imagi- 
naires qu’elle peut admettre. 

Appliquons ces théorèmes à quelques équations , et soit 
d’abord celle du second degré 

je 1 — A & -|- 5 = o 

I.’équation aux carrés des différences sera du degré 
= i et conséquemment de la forme 
* y — A' = o 


et on aura 


— 4 B 


Or pour que les racines de la proposée soient réelles , il 
faut que les signes de l’équfftion aux carrés de différences 
soient alternatifs , ou qu’on ait 

A‘— 4-B>o; d’où — 5 >o 

Elles seront imaginaires dans le cas de 

A % 4 B < o ; d'où — B a 

Pour qu’elles soient égales , il faut qu’on ait 

A* -“45 = 0; d’où -- — 5 =o 

conclusions qu’ort déduit de l’examen des racines d« la 
proposée. 

Soit l’équation générale du troisième degré 
x* A B x —r- C — o 

3 # 

l’équation aux carrés des différences sera du degré — — 

Y a 


336 Note» 

ï=s 3 , et nous la représenterons par 

/' — A’y‘ + B'jr — 0 — 9 

ou ( pages 533 et 536 ) 

A' = 2(A*—3B') 

£' = (A*— 3By 

C = 3 B)( B’ — 3 AC) — (9C— AB)' 

3 

Or pour que les racines de la proposée soient toutes 
réelles , il faut que l’équation aux carrés des différences 
ne contienne que des variations de signes , ou qu’on ait 

^’-33>o 

: 4 (A r — 3B) (B' — 3 AC)— (9 C — AB)'>o 

Si l’une de ces conditions manque , la proposée ne pourra 
pas avoir toutes ses racines réelles , elle en aura donc deux 
imaginaires. Lorsque le second terme manque dans la pro- 
posée , les conditions ci-dessus se réduisent à 


/ 


B < 
& 
a 7 


>7 


Elles sont les mêmes que celles déduites des Formules gé- 
nérales des racines , comme (yi le verra bientôt. 


Méthode pour déterminer , élans certains cas , Je 
nombre des racines réelles et celui des racines 
imaginaires. 


Soient a, b , c , etc. les racines réelles d’une équation 
algébrique . + C Ÿ — 1 , ^ — 1 etc. les racines ima- 

' ginaircs ; les carrés des différences seront , 
i°. entre les racines réelles 

(a — by , J> — c) 1 , ( a-—dy etc. 

(» — «)•• ( c — dy etc. 

a*, entre les racines imaginaires conjuguées 
— 4 C* , — 4 <f l , etc. 

- 3 ". entre les racines réelles et les racines imaginaire» 
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CC« - a) + C •/=!]> , [(* _ fl ) - C 

EC* - *) + c 1]‘ , [(ce - z») - c K-i]* 

[(- - C) 4- c 1/37]*, [(et - c) - C ^-0* 

’ [(« - «O + c •/— ï]* , [(« - rf)'- c 1/- 0* 

clc. etc. 

4 0 . entre les racines imaginaires non conjuguées 

[(-->) + (C-cT)l/ - 1]* , [(«->) 

[(*—>) + (« + O ^^T]* , [(*- y) — (f + <T) 1^“] 1 

etc^ etc. 

Soit m le degré de l’équation proposée , celui de 1 équation 

aux carrés des différences des racines , sera ~ ' — ni 

. a * 

soient p le nombre des racines réelles, zq celui des ima- 
ginaires , en sorte que 

m -=ip -j- 2 q 

il est facile de voir que parmi les n racines de l'équation 
aux carrés des différences , il y en aura nécessairement 
P- — 7 de réelles et positives , <7 de réelles et ^négatives , 

zpq d’imaginaires de la troisième espèce distinguée ci- 
dessus , et Z q { q — x) d’imaginaires de la quatrième espèce , 

parce que du nombre 2 f ( - 9 ~ 1 ) q U j exprime celui des 

différences entre toutes les racines imaginaires , on doit 
retrancher q différences déjà prises : on aura donc , en total , 
racines imaginaires. 

Qu’on etfectue partiellement les produits des facteurs cor- 
respondons à chacune des classes de racines ri dessus , 
le dernier terme de lcquation aux carrés des différences 
des racines sera le produit de tous les derniers termes 
des produits ainsi formés, et il est clair 

i°. Que le produit des facteurs dus aux 3Z — _ racines 

üéclles et positives aura son dernier terme positif ou né- 
gatif , suivant que le nombre de ces racines sera pair 
uu impair. 

z°. Que celui des facteurs résultans des racines de la se- 
conde classe aura toujours son dernier terme positif , quel 
que soit le nombre de ces. racines. 

Y 3 


Digitized by Google 



1 )* A V «S B B ft K. 33 ÿ 

lion des signes de i équation aux quartés des différences, si 
toutes les racines sont réelles ; si elles ne le sont pas , l'é- 
quation doit donc avoir deux ou quatre racines imaginaires , 
en sorte que le nombre des racines réelles est a.k — 2 ou 
3 k — 4; ces nombres sont pairs , et ils diffèrent de deux uni- 
tés : donc l’un des deux sera compris dans la formule 4*. , et 
l’autre dans celle-ci 4^4-2; mais^ le nombre des racines 
réelles est de l'une de ces formes 4 k ou 4 a 4-2 , suivant 
que le dernier terme de l’équation aux carrés des différences 
est positif ou négatif j on saura donc lequel de ces deux nom* 

2 k -f- 1 , on 
réelles , en 

examinant si les signes de l’équation aux carrés des différence* 
sont alternativement positifs et négatiis : si cette condi- 
tion n’est pas satisfaite , la proposée aura , d’après ce qu'on 
sait , à priori , deux ou quatre racines imaginaires; donc te 
nombre des racines réelles sera ou 2 À- — 1 ou 2 A — 3 ; lun de 
iccs nombres sera de la forme 4 x -{- 1 , et l’autre de la forme 
* + 3 : le signe du dernier terme de l’équation aux carrés 
es différences fera connoîlre alors celle uc ces deux formules 
dans laquelle le nombre des racines réelles de la proposée 
se trouve compris. 

Ainsi , à la seule inspection des signes de l'équation aux 
carrés des différences , on pourra juger , 1*. si toutes les ra- 
cines de l’équation proposée sont réelles ou non ; 2* si le nom- 
bre des racines réelles est un de ceux-ci ,1,4,5,8,95 12 , 
i 3 , etc. compris dans les formules 4* et 4* -f- 1 , ou s’il est 
de la suite 2, 3 , 6 , 7,10,11 ,etc. donnée par 4x4-2 et 
4 * 4-3 , ce qui suffira pour déterminer le nombre des ra- 
cines réelles et celui des racines imaginaires dans les équa« 
lions qui ne passent pas le cinquième degré, et dans toute» 
celles à lcgard desquelles on saura , à priori , que le nom- 
bre des racines imaginaires ne peut excéder quatre. 

Recherche des racines imaginaires des équations. 

On a prouvé plus haut que ces racines sont toujours 
de la forme * et C étant des quantités réelles , 

et on a démontré ensuite que la substitution de «-f- C Ÿ — 1 
pour x , donnoit un résultat de la forme P 4- Q Ÿ — r , 
P et Q étant des quantités réelles , résultat qui ne pouvait 
être égal à zéro, à moins qu’on ne posât separémen. 

% ^ 


lires représente celui ües racines reettes. 

Si l'équation proposée est de degré impair ss 
reconnoîtra de meme si toutes les racines sont 
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Mais 


Notes 
P — o, ç = o 


P — et» 4- P'a»-« 4- P”eL m -' 4. etc. = o (i) 

Ç = wC«t»»“« 4 - Ç'cL m — -f Ç l, a m ~* 4 - etc. = o (2) 

P', P tf , etc. , <? ,Q U , etc. étant des fonctions connues de 
C qj des coefficicns de la proposée : la question se réduit donc 
à trouver tous les systèmes de valeurs réelles de et et C qui 
satisfont aux deux équations (1) et (2). On y parviendrait 
en éliminant et suivant la méthode connue , et cherchant 
les racines réelles de l'équation en C et les valeurs corres- 
pondantes de a. 

Mais on sait que chaque couple de racines imaginaires 

conjuguées et 4 -1 , donne nécessai- 

rement dans 1 équation aux quarrés des différences une racine 
réelle négative — 4C*, d’où il suit qu’en changeant dans 
celle-ci les signes des puissances impaires de l’inconnue, puis 
cherchant les racines réelles et positives^-' y 1 ", on aura 


d'où 


y' = 4 6* ; y u = 4<f* ; etc. 

a * a 7 


Les valeurs de C ainsi connues , on opérera sur les équa- 
lions (1) et (2) comme pour obtenir l'équation finale en C, 
mais avant on parviendra à un reste du premier degré de 
la forme A «t 4- B , A et B étant des fonctions de C : ce reste 
étant égalé à zéro , fournira une équation 
j 4 L<l B zh o 

qui donnera une valeur correspondante de «t. 

Lorsque les parties réelles et , y , etc. des racines imagi- 
naires seront inégales entre elles et différeront aussi des ra- 
cines réelles a , b ,c,ete. il est évident que l’éauation aux 
carrés des différences n’aura d’autres racines négatives que 
celles-ci — 4 e*,~ 4 /\ — etc. ; de sorte que le nombre de 
ces racines sera précisément le même que celui des couples de 
racines imaginaires de la proposée , et , dans ce cas , les 
équations (1) et (2) ne pourront avoir qu’une seule valeur 
de a , correspondante à chacune des valeurs de C , et par con- 
séquent le plus grand commun diviseur ne pourra être que 
du premier degré. 

Mais s’il arrive que , parmi les quantités et , y , etc. il s’en 
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trouve d’égales entr’clles , et aux racines réelles a , b , c , etc. 
alolt l’équation aux carrés des différences aura nécessaire- 
ment plus de racines négatives que la proposée n’aura de 
couples de racines imaginaires. En effet soit a =s a . , lc£ 
deux racines imaginaires [(« — a) -f- C ^ — i ]* , 

[ ( * — a) — C — i }* , deviendront — C* , — G* , et par 
conséquent réelles négativA : de sorte eu e si t a proposée ne 
contient que les deux imaginaires a-J-G ^ — i , a — C Ÿ — i , 
l’équation aux quarrés des différences contiendra , dans le 
cas de c *==«, outre la racine réelle négative — 4 G* , ces 
deux autres — G 1 , — G* , égales entre elles ; d’où, l’on votf 
que lorsque l’équation aux carres des différences à trois’ ra- 
cines réelles négatives , dont deux sont égales entre elles , 
alors la proposée peut avoir ou deux racines imaginaires, 
ou six ; savoir , • 

(*± 6 t / zr I);(7 ± 4^“~) 5 (*±4 1/^75 

Si la proposée contient quatre racines imaginaires 

l/~) j (y ± «T lS~y 

alors l’équation' aux carrés des différences contiendra le* 
deux racines réelles négatives — 46* , — 4 J 1 ; mais si a — & % 
elle aura encore les deux suivantes — £‘ , — G* ; si de 
plus b = 7 , elle eu aura deux autres — J 1 , — J* ; enfin 
si on avoit cr=zy , alors les quatre racines imaginaires 

[(*-y)+(C+<r)V^ — 1 ]*;[(«— 7) 

deviendraient 

c’est-à-dire réelles négatives et égales deux à deux. 

D’où il est aisé de conclure 

*°. Que lorsque tontes les racines réelles négatives de l’é» 
quation aux carrés des différences sont inégales entre elles , 
alors la proposée a nécessairement autant de couples de 
racines imaginaires qu’il y a de ces racines. 

2\ Que si , parmi les racines réelles négatives de l’é- 
quation aux carrés des différences , il s’en trouve d’égales 
entre elles alors chaque racine inégale , s’il y en a , don- 
nera toujours , connue on vient de le voir, deux racines 



s 4a Note i 

imaginaires conjuguées ; mais chaque couple de racine, 
«égauves égales, telles que - résîE 

de ê = Cliquent quatre racines imaginaires * + C K-TT 

7±C I » tandis que celles-cfc— C‘ , — C‘ ^ rs ./ 

T" t C — <r ),’» e , tc - q ui viennent , par exemple ! de a — î 
dc*^ nen donnent aucune. Trois racines négatives égalw 
fourniront six racines imaginaires *±C $ y^~T 

t± \ K_ j , si elles sont données par C — i „„ a ’ 
seulement lorsque , par exemple, a — y et f~ 2 C anmîtl 
cas on a encore trois racines égales chacune l -SZ £> Oua^re 
racines négatives égales donneront huit \ ' V Udtre 

imaginaires, ou elles nen donneront aucunelï'f parwim- 
ple, les coefficiens C , J 1 , etc. de ^ZTT A 

les racines imaginaires. reel!> dans 

Or soient — y', --y' deux racines égales négatives de 
dtïs 3UX CaFréS dCS d ‘ Héren<jes i °» fera comme ci- 

a 

mais il ne faudra plus substituer cette valeur dans l’équation 

^ -J- i 5 sa o 

parce que (page 258) on en déduirait *=: s. C emii ne fwnli 
rien connq.tre : on fera donc les substitutions dan sîere s te^ri 
cèdent qui sera du second degré en a. • ce reste étant ' li 
à zéro, donnera ou deux racines réelles ou deux 
imaginaires. Dans le premier cas , nommant Î et 
deux racines , on aura les quatre racines imaginaires 

«' ± « l/ ~i , a» ± C y'ZTx 

sffes‘,ïï da “ ia 


€ — 


•y 

y?’ 


correspondraient trois valeurs de <* : d’oû il 
. ‘’ n subsü, ““‘ ^ t dan, le reste du 
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second degré , on aurait deux équations qui se réduiraient 
à zéro , indépendamment de <t ; on iéra donc la subs- 
titution dans le reste du troisième degré en * ; ce reste 
égalé h zéro donnera pour <t ou trois valeurs réelles , ou 
une réelle ef deux imaginaires : dans le premier cas, on 
aura six racines imaginaires , deux seulement dans le se- 
cond , les valeurs imaginaires de * devant toujours être re- 
jetées comme contraires à l'hypothèse. * 

Résolution générale des équations'. 

Lebut de la résolution générale des équations est de trouver 
pour toutes les équations d'un même degré les fonctions des 
coelhcîens de ces équations propres à en représenter toutes les 
racines. Ce problème a été résolu parles premiers algébristes 
6ur les équations du premier , second , troisième et qua- 
trième degrés; ils parvinrent à transformer l'équation à ré- 
soudre en une autre susceptible detre résolue à la manière 
d’une équation d’un degre moindre , et à déterminer , au 
moyen des racines de cette nouvelle équation qu’on a nom- 
mée réduite, toutes celles de la proposée. La résolution gé- 
nérale des équations se réduit donc a la recherche d’une fonc- 
tion des racines , qui dépende d’une équation d’un degré 
moindre , et dont les racines donnent facilement celles de la 
proposée. . 

Soit d’abord l’équation du second degré 
rd -f-/jx-f -<7 = o 

et nommons a et à ses deux racines ; on a d’abord 

Or 4* — « " — P « . | * (ij 

Il ne s’agit donc plus que d’avoir la valeur d’une autre fonc^ 
tien des racines, qui, combinée avec la précédente , déter- 
mine chacune d'elles au moyen d’équations du premier degré 
seulement ; cette fonction sera donc de la lorme 

Aa + Bb 

'A et B étant des coefficicns indépendants des racines a et b. 
La fonction Aa-\-Bb est susceptible de deux combinaisons 
dont la seconde s’obtient en changeant dans la première a en 
b, et réciproquement ; elle dépend donc d'une équation du 
second degré , excepté le cas ou 

A=.B - 

mais alors on retombe sur la somme des racines , qui est déjà 
connue. Puisqu’on est conduit pour la détermination de la font- 
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tion A a *f- B b à une équation du second degré , il faut que 
eette équation puisse se résoudre par une simple extraction 
delà racine carrée ; mais alors les deux racines deviennent 
égales et de signes contraires : il faut donc déterminer le* 
coefliciens A et B de manière que la fonction A a -f- B b reste 
la même, au signe piès, en y échangeant a en b , et réci- 
proquement condition qui donne 

Aa -f- Bb ( A a ■{- Sa) 

équation qui doit avoir lieu , quels que soient a et b ; on c* 
tire en égalant les coefficiens de a * 

A =— B 


comparant ensuite ceux de b , on retrouve la même relation ; 
en sorte que la condition A = — B étant la scnle à laquelle 
il faille satisfaire , on pourra prendre 

A—i d’où B — — i 


ta fonction cherchée sera donc a — b, et la désignant par .s, 
sa valeur dépendra de l’équation 

[ 2 _( a — / ) )] — — a)]— o 

dont les coefficiens pourront être exprimés d'une manière ra- 
tionnelle au moyen de ceux de la proposée , puisque les racine* 
a et b y entrent de la même manière. En effectuant les multi- 
plications , on trouve 

s* —a'-\-b" — zab 
Or des deux équations 


on déduit 
en observant 


a* pa q ~ o 
a * -j- pb + <7 — o 

a* -f- b x — p' — 2<7 
que ^;on a d’ailleurs 


a b = <7 

donc . ; 

. — q q ; d’où Z= p l — 4, q — a — b... .(2) 

Combinant les égalités (1) et (2) , on en déduit 

-r+ V r' — 49 

1 

h _ -r- v f ’- 4 f 
a 

Nous passerons à l'équation du troisième degré, que, pour 
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plus de simplicité , nous supposerons délivrée de son second 
terme , ou ramenée à la tonne • 

x* -| - p x q —o 

Soient a, b et c scs trois racines , on aura d’abord 
o »|- b c xx o» • • 

Reste à déterminer une autre fonction des racines, qui nedé- 
pende que d une équation du second degré , et qui , combi- 
née avec l’égalité ( K ) , donne facilement les expressions des 
racines de la proposée. La forme la plus simple que l’on puisse 
supposer à celte fonction est celle-ci 


a/ CL C c 

[A, B, C étant des coefficiens indépendans de a, è,c:sion 
y fait tous les échanges possibles des racines a ,b ,c , on aura 
ces six combinaisons dif.ërcntes 

A a 4. B b + Ce' 

A a + B v •+• C bl 
Ab + Ba + Ccl 
A b B c 4 CcfW 
A c «j- B b 4* 

A c 4 B a 4 “ 

Ainsi l’équation d’où dépendra cette fonction sera du sixième 
degré; il faudra donc , pour qu’on ait ramené la question à 
des termes plus simples , que cette équation soit résoluble à 
la manière de celles du second degré ; en sorte que les quan- 
tités A,B ,C , devront être déterminées par la condition qu’il 
existe entre les fonctions (M) la même relation qu’entre les ra- 
cines de l’équation 

y* 4 fny* 4 * 71 — 0 

Pour résoudre celle-ci, on fera 

y s — t 

ce qui la transforme dans la suivante 
t * 4" m 1 4 " ^ ~ o 

dont les racines sont 


m * i/"» 1 

= - T + V r -n 


h m m “ 
t" = y n 

2 w a 

et on obtiendra les six valeurs dey parla résolution dé# 
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équations 


Note» 

— i* —O, y* — /" = * 


iqui, par les hypothèses 


yz=.z\f i 1 fyszzzy/'t" 

deviennent , après avoir divisé la première par i r , et la 
seconde par t " 

* 3 — 1 = 0 

dont les racines sont 

= a ; * = = *' 

* > 7 3 

an sorte que les six valeurs de y seront 

3 _ 3 _ 3 

.y = ^ t' , y =2 a. , y = *' 1/ t 1 

3 3 3 1 

y = l/?,y = « V7',y — o! 


au parce que * — a. 1 

3 3 _ 3 _ 

y=l / /',y=*l ;/ t',,y =:* 1 kV 

3 3 3 _ 

y •= y t" , y ■= a. y t" , y ~ et 1 y l" , 

Telles sont donc les six racines d’une équation du sixième 
degré , résoluble à la manière d’une équation du second. Il 
faut donc que deux des combinaisons (Af) étant prises pour 
3 __ 3 3 3 

V^et ? , deux des autres soient u t' et et’ <' , 

3 _ 3 

et que les deux qui restent soient «t ]/ P et *’ t" 
quelles que soient «l’ailleurs les quantités a , b et c. Soit 

* 

r Aa+Bb+Cc=z\f7i (i) 

la combinaison A a B c Cb ne peut devenir * ^ t 1 , 

ou «e* \Z~t\ parce qu’en comparant les coefficiens des mêmes 
racines dans les égalités. 



Aa 4. Bc 4 Cb rs *'Aa 4. *.'Bb + «* Ca 
on aurait 

A = a A d’où a. — 1 
A — a.* A d’où a 1 e= 1 - 

résultats qui ne peuvent avoir lieu. La combinaison 

Ab-^-Bei-\-Cc ne peut devenir a r t 1 ou a* V'ë , parce que 
dans le premier cas, on aurait a= ij et, dans le second, a*=sï. 
On ne peut donc faire que tes deux hypothèses suivantes 

'Ab -j- Bc 4 Ca == <tAa 4 aB6 4 a Ce = a (2) 

■ Ac -\-BaJ c Cb-=z **Aa 4 tt'Bb 4 *'Cc = a* ŸJ. (3) 

puis écrivant’ " 

3_ 

Aa +Bc 4 Cb sa V t* (4) 

on supposera 

a 4 c -)-• B b C a = tLji. cl -f* <b B c -J- * Cb-=z*\ r t>!' 

' 3 - 

Ab+Ba + Cc^z».' Aa + «.‘ Bc+*.' Cbzza.' |/ 7 « (6) 

comparant les coefficiens des mêmes lettres dans les équa-» 
lions (a) , (3) , (5) et (6) , on déduira 

de (*)v. i. * A-=zG\ <*.B *C = B 

de (3 ).... ^= 15 ; =1 C C =A 

de ( 5 )> . . . a A = C-\ a B =zA‘, a C — B 
de (6). ,..^A—B\ a . 1 B =Ci«'C z=A\ 

Les équations des deux dernières lignes étant identique" 
ment les mêmes que celles des deux premières , il suffira 
d’employer celles-ci : or des six premières équations , les 
trois suivantes 

C — a A , B z=. a.' A , A=a «.B ou A A 
rendent les trois autrçs identiques, sans cependant déter- 
miner le coefficient A ; on pourra donc, pour simplifier, 
faire A = 1 ; en sorte que 


» 
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Notes 

si — x , B— «.*, C=t et 
Faisant, pour abréger, 

3 _ 

V t' ou r=a + u'b -f * c ( 7 ) 

3 

l/~ /"ou s=a-f- st*c-f- ctb.... r (8) 

on aura r , a. r, a. 1 r; s , et i , a} s pour les six racines de la 
transformée résoluble à la manière d’uuc équation du second 
degré ; et nommant y 1 inconnue , on trouvera , en observant 
que I -f- * -f a 1 = o , et que et 3 zst 1 

(y — r) (y— *r) (y — *' r) ==y» — r* 

(y— s) (y — et s) (y — et 2 s) = y 3 — *J 
«t conséqueiqment _ . 

y« — ( r* -f- s 3 ) y* -f- r 3 s* =0 (2V) 

équation qui satisfait à la condition énoncée. Il ne s’agit plus 

3 ue de trouver , en coclïiciens de la proposée , les valeurs 
e r 3 -f- s* et de r 3 s* , ce qui est possible , parce que ces 

a uantitéssont, Comme on va le voir, des fonctions invariables 
es racines a , 6 .ct c. , 

Si on élève au cube la fonction r, on aura , en observant 
que a» =. 1 , , . 

r 3 = a 1 -fr b* -J* c * ■+• 6 .a b c -J- 3 a ( a 3 c -J- b 3 a -f- c* b ) 
+ 3 «t 1 (a* b -f- b * c -f-c* a) 

et changeant c en b et réciproquement, /-devient s , on aura 
donc , sans refaire le calcul , 

3* — a , * b* c\ + 6 abc «f* 3 * ( a* h c* a b 3 c") 
-f* 3 et 1 (a* c-f- c* b -f- b* a). 

Soient , pour abréger 

a 3 +/> 3 +c 3 +6abc =z; 

a 2 b b 1 c c‘ a ■=. M 

' " a* c -f- b' a -f- c* b = IV 

on aura . 

s 3 =L+3etM + 3et 2 N 

«lone 
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donc la Fonction 

= 22:4-3 ) (^-f iV) 

mais comme le second terme manque dans l’équation 
i» — 1 = 0, 011 aura 

1 -4 <*■ 4 = o d’où et 4 — — 1 


et conséquemment 

r* 4 i« = a L — 3 ( M 4 N) . . . . (P) 

Faisant ensuite le produit de r J par «*, il viendra , toutes réduc-' 
tions faites , 

r 3 i 3 = z:‘ — 32 : (.V4-W) 4 9 (Af+iV)*— 2 qMN....(Q') 

Pour évaluer L d’une manière plus abrégée qu’en employant 
les formules données ( page 315 ) on partira des tro« équa- 
tions 

a 3 Jç-pa 4 q — o 
b 3 -4 P è 4 <J~o 

c 3 4P c 4 Ç = o 

desquelles on déduit 

fl'+i' + O = — 3 q 
à cause de a 4 b 4 c — 0 > et °n a d’ailleurs 
abc— — q 

donc 

Z=— 99 

Reste à calculer M 4 A T et M iV: à cet effet, on a 


M + N—a* b 4 a* c 4 i‘ a 46* c 4 c* ^4 c* b 
= T. a' b = T. a* X T. a— T. a 3 = 3 q 
parce que T. a — o , et 

A2A'=(a 1 é4é*c4 c * a )C ft * c b 1 a c 1 b ) 

= o 4 ic4 a‘ è* c* 4 a 3 b 3 

4 b* a c 4 a% b x c' 4 a3 c * 

4 c 4 a b 4 a ‘ à' c* 4 é s c 3 
or 

a 4 b c 4 è 4 a c 4 c* a é := a è c (a 3 4 é 3 4 " c * ) — 3 o* 
a’ è 4 c’ 4 é* c*4 <*' b 1 c' = 3 ( a b c )* = 3 9 * 

» 4 « 3 c 3 4 4» c 3 = 


35o Notes 

en observant, par rapport à cette dernière évaluation , que, 
dans le cas de rrz=p , le deuxième membre de la formule (i) , 
donnée ( nage 321 ) , doit être divisé par 2 , pour n’expriiner 

Î ue la collection des termes dissemblables de la forme C<*» 
lonc 

M N = p 3 + 9 <?‘ 

(faisant ces substitutions dans (P) et ( Q ) , on trouvera 
r 3 ■+• s 3 == — 27 q ; r 3 s 3 — 2.7 p* 
de sorte que la réduite (N) deviendra 

y s + 27 q y 3 — 27 P 3 — O 
qui , par l'hypothèse 

y' -t 

se change dans la suivante 

t* -f- 27 q t — 27 p 3 = o 
équation qui donne pour t les deux valeurs 

,'=a 7 [-| + t/ÎTf] 

"=•*7 M+vT+|] 

on aura donc 

3 

r ss a -f- «t* b -j- a. c =: V' t> 

3 

s— a + « b -f «*c= t» 

\ 

Or les radicaux Y' t', Y tn sont susceptibles chacun de trois- 
valeurs 

3 3 _ 3 _ 3 3 _ 3 

Y' fi , * Kd , &• K/* j kV , « , ** Kr</ 

mais on observera que les racines de la proposée doivent 
satisfaire à la condition 

3 — 3 — 

d'après les valeurs précédemment trouvées pour (’ et t" : on, 


i 
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* 3 J _ 3 3 __ 

pourra donc prendre /' avec l/" t' 1 , ou « l> a vec ••✓A 

, 3 _ 3 

■ou Lien l/~ d avec « l/~ t" , parce qu’on a aussi 

3 * 

- 3 p — u Vi x «* 

» 

3 3 _ 

— 3p = V'? X * ^ 

en sorte qu’on pourra employer incitièrcmment l’un OU 
l’autre de ces trois systèmes déquation 


i*. 


.a -f- 6 -f- c — 0 


2* a + a}b -f- *c 


= 


(O 


< . . .a a'c =, l/i") 
a -4“ b 4* c 3 o 

i 3 

- Jtûr-f- Z>-j-<t’c=:a l^/ 1 V •• 

3 _ 

•t’a-f- è-j-stc^et* ^ i u 


..(20 


a + £ + c = o 

3 _ 

+ ^ 1 

3 _ 

pour évaluer les racines a, b et c. Cette multiplicité de va-î 

3 — 3 _ 

leurs des racines a ,b et c tient à ce que V' t ’ et |/~ t u ne con- 
tiennent que le cube dc^p , en sorte que les n cines r , b et c 
qu’on vient de trouver résolvent, outre la pr.q osée, les deux 
autres équations 

as 3 -|-«t'»aî“4-y = o 

.a ? 3 * 4 - <t 1 p x -f- q =50 

f 

Employant le premier ecs tro.s systèmes , ajoutant tes 
trois équations quii contient , et misant attcntjjvü que 
ï + it + d’sc, il yiemkit 



\ 


Digitized by Google 



I 


35a 


N O T B s 

3 3 

vr+ w' 


multipliant (2 0 ) par « et (3°) par *’ , puis ajoutant , on aura 

* 3 »_ 

« V/ + «* V t" 

b — 5 . 

multipliant (a*) par *» et (3*) par * , puis ajoutant , on trou- 


vcra 


«* 1 Z e 4- « 1/1" 


c — 


Ecrivant dans a , A et c pour /' et les valeurs obtenues 
précédemment , on aura enfin 

* = l/'-ï+VÇ + v 
+ 1 /-l-i/’f+ÿ 

3 ^ 

» = ZJ±±3 V - 1 + Vf+% 


- - - ,7 -- 5 V- ? - 1 / ? - + 

Z r a ' 4 ' 17 


V-\+ vï + % 

+ _ i± ^2 V >_, _ J/ »T^r§ 

Soit enfin 1 équation générale du quatrième degré, délivrée 
«le son second terme 

x* p X* -j- <7 a; -f- c = o 

dont a, b, ce\d sont les racines. Nous chercherons , comme 
nous l’a vous t'ait à l’égard des équations des second et troisièma 
degrés, une fonction de ces racines, qui ne dépende que 
d’une équation d’qu degré inférieur au quatrième, et dont Ica 
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B* A t G ï B B B. 

valeurs combinées avec l’équation 

donne facilement les quatre racines. Nous ferons encore l’hyi 
polhèse qui a réussi jusqu’ici , savoir , que cette fonction ren- 
ferme les racines sous une forme linéaire , ou qu’elle soit 

A a. q- B b -f* G c D d ^ 

A , B , C et D étant des coefficiens indépendans de a ,b , * 
et d. Cette fonction est susceptible de vingt-çjuatre combinai- 
sons différentes ; elle dépendra donc d’une équation du vingt- 
quatrième degré : mais si on suppose 

A = B 

dans ces vingt-quatre combinaisons, elles se réduiront à douze» 
et si , de plus , on fait % 

C = 2> 

les douze se réduiront à six ; en sorte que la fonction 
A {a -J - b ) -f* C (c -j— d ) 

ne dépendra que d’une équation du sixième degré dont les 
six racines seront 

A ( a -+- b) -j- C (c d) 

A(c+d ) 

A(a + d) + C(’b + c) 
A(b-{-c)-^-C(,‘*-\-d') 

A(a + c) +C(b+d) 

. ACb+d)+C( k a + c) 

Ces fonctions , en y faisant encore 

A = — C 

deviendront égales deux à deux et désignés contraires ; l’équa- 
tion dont elles seront les racines ne renfermera donc que les 
puissances paires de l’inconnue ; conséquemment elle pourra 
se résoudre à la manière des équations du troisième degré. 
Ces combinaisons seront 

# ...•*• — * 

A(a-{-b — c — d)iA(c-\-d — a — b)^A{a-\-d—b — c); 

A (é + c — a — d)i A(a-{~C'r»b~-d)yA( i b-\ r d — a— tf)ç 

Z 3 
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Supposant , pour plus de simplicité , 

A — i 

l’équation cherchée sera donc 

[■ï* — ( a -f-b — c— d ) 1 ] [s’ — (a-f-c — b — d) * ] [z * -(a-\-d- b-c)' }=o 
ou , faisant * 

[t—(a+b—c—d) *] [t—( a +c~b—d) x ] [t—(a+d—b—cy\—o 

Il s'agit maintenant d’exprimer les coefficicns de cette ré- 
duite au .moyen de ceux de la proposée : or on a 

(o\-b—~c — d) x —a*-\-b x -$-c x -\-d x — 2 af > — 2 ac — 2 ad 
— 2 bc—z bd — 2 cd- j~4 c</ 

t 

et observant que de (a+é+of:/) (a-J-i+c-f-i) =o résulte 
— 2ab-~2ac—2ad — 2Jc — 2 bd — zcd~a' + b x -f-c'-J-rf 1 
on trouve 

(a + i — c — rf) 1 — — 4 p 4 - 4 ( a * + ctf ) 

Changeant dans la relation précédente b en c , et réciprm 
quement, on aura 

(a-f-c — b — d) x — — 4p-f-4( ac-\~ bd) 
changeant dans celle-ci c en d , et réciproquement , il viendra 
( a -J- rf — b — c ) * = — 4^4-4 ( ad + bc ) 
l’équation en t devient donc 

4 («*-Kd)] [‘+ 4 P— 4 ( a c+bd)] (V-f 4 / E >— 4 (a<H- ic )] =c > 
ou supposant 

tzxqu et u-j-p — y 

puis divisant par 4 , elle se change dans la suivante 
[y — (ab-\-cd) ][y— ‘(ac-\-b d)][y — (ad-f.ci)]=:o 
et faisant les ^multiplications indiquées 

yi—(ab+ac^d+bc+bd^d)y'+l+{ab+dc){ad+bc\jr 

— (ab-\-cd) (ac-^-bd) (at/4-*c)= o 
OS 
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ab-\-ac^-ad-\-bc-\rbd-\-cd-=.p., (0 

( a b 4 cd) ( ac+bd ) = o'bc 4 c'ad 4ù l a<f 4 d'hc 
(ab-\*Cd) ( ad+bc ) = a'bd 4 d 1 ac-\~b 1 ac 4 c'bd 
(cc+ bd) (»rf+£c) = a 1 cd-{- <Pab 4 c'ab + b'cd 

ajoutant ces trois derniers résultats , on trouve , en désignant 
la somme des trois premiers membres par S , 

S a ( abc + abd + aod 4 -bcd) — abcd\ 

4. b ( abc + abd 4- acâ 4 -bcd)— abcdU^rta+b+t+d) 
4 -d{abc 4 abd 4 acd 4 bàd) — abcdl- 4 r=— 4 '--(<‘) 
4 d {abc 4 °bd 4 acd 4 bcd) — abcd) 
h cause dea 4 H c 4 i = °- Passant au dernier terme , 
on a t • 

( ab + cd ) {ac + bd) (ad + bc) = a 3 bcd+a'b'c* 

4 b * a c d 4 a* b'd m 
4 c 3 a b d 4 a 1 c‘a* 
4 <i s fli« 4 i' c'd * 


a* bc d -b b 3 acd+ c 3 abd + d 3 abc 

— ( fl >4i* 4 Jl fc 1 4 d ’) abcd = — 2 pr ( 3 ) 

Pour évaluer la fonction a'b'c'+a'b'd'+a'c'd'+b'c d ’ , 
01» développera 

(abc-\-abd-\-acd-\-bcd) % 

= a'b'c 4 a'b'd' 4 a'c'd' 4 b'cd' 

4 2a'b’cd 4 2 a'c'bd 4 2 a'd'bc 
4 ab'o'ad-j- 2 b'd'ae 4 2 c'd'ab 

d'où on tire 

a'b'e' 4 a'b'd' 4 a' c'a'-\-b c <f 

— { abc 4 abd 4" acd 4- bcd ) 

2 abcd{ ab-\-ac-\-ad -^-bc -lf-bd-\~cd ) 

substituant ces valeurs (x), (2) , ( 3 ) et ( 4 ) dans l’équarioa 
en y , elle deviendra 

y 3 -_/>/ — 4 ry 4 4 P r <7* = o 
mettant pour y sa valeur u 4 p , on aura pour résultat 

u 3 4 2pb’ 4(/>* — 4 r )“ — = :o 

Z 4 
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• Soient u’, u" , u»' les trois racines de cette équation, oa 
aura , en observant que t = 4 u , 

( a -f- b — c — d )* ~ 4 u r 

(a -\-c — b — d)* — 4 u n 

(a-\-d — b — cyz=^u ,u » 

d’où _ 

o + b — c — d—+2 \/ u' (ij 

a c — b — d + 2 u 11 (2) 

a -J- d — b — c = +2 \f~üÿ' (3) 

les équations (r) , (2) et ( 3 ) combinées avec 

a b c + d ■=. o (4) 

donnent, en prenant les radicaux avec le signe -f-, 

a = -i - [4. t/'ü'-f. V'~J r J r V' u"’ ] 
b = -J- [4. |/U 7 — V'~iïï— " ] 
c— ï- 

d — 1 [— VV— 

chacun des radicaux pouvant être pris avec le signe — , 3 
en résulte pour a , b , c et d ces quatre autres valeurs 

« = -i- k^F_ 1/^7] 

& = -*- [— \/17 + \'Z ir + 


C ~ [ 4 - Ÿ a* — \/~üF 4" ^ “ Wl ] 

rf= -i- [ + K174- s/U— 

Mais on a ■ _ • 

(a + b— c — d)(a+c — b — d)(a + d— b — c)) 

=1 (a 3 4-è 3 4-c 3 4- rf ' 3 )-|- 2 (abc-\-abd-{-acd-\-bcd ) J ^ 

en sorte que le coefficient q étant positif dans la proposée , 
il faudra prendre un ou trois radicaux négativement : s'il 
est négatif* , on pourra prendre les trois radicaux en 
plus , ou deux en moins et un en plus. Cette considéra- 
tion réduit donc les huit racines à quatre. 
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'Examen des racines des équations des troisième 
et quatrième degrés. 

\ 

» 

On a prouvé qu’une équalion d’un degré quelconque a 
toutes scs racines réelles lorsque l’équation aux carrés dea 
différences de ces racines n’a que des variations de signes ; 
mais que si elle contient seulen^fnt une permanence, la pro- 
posée doit avoir au moins deux racines imaginaires. Ces con- 
ditions ont été appliquées (page 336) à léquatioa du troi- 
sième degré, et on a trouvé que dans le cas de 

/?< o et — — 

*7-^4 

les trois racines de 1 équation 

x* -f- p x -j- q =' o 

étaiont réelles ; mais si l’une de ses inégalités n’a pas lieu * 
deux des racines de la proposée sont imaginaires. On par- 
vient aux mêmes conclusions en discutant ies lormulcs dc9 
racines de l’équation du troisième degré. 

Reprenons donc les trois racines obtenues précédent» 
ment 


i.=t / -î+v'V + ^ + V / -l- vcç+g 

i h _ rniiE? VZT+ t/Ç+1 


— I — v /_ 


y'—i— V’i 


-t p - 

*7 


9 W 2 1 V 4 * 27 


+ +yc + g 

Si p est positif , ou si dans le cas de p négatif , la 

racine ^ Ç -f- ^ sera réelle , et conséquemment aussi la 

p 
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prémière racine a ; mais b et c seront imaginaires , comme il 
ost facile de le déduire de la forme même de oes racine». 
Eu effet , si on pose 


‘l/-*. + 1/£ + £ =s 

a -t- K 4 ^ a 7 


3 



®n aura 



^ — ( J -h % — i ) »»-{-(/ — Je [/ — x)« 

= /(wi + /i)-f.£(/n — n ) (/— i 
c~(/ — k V'^T), n + (l+k \^T)n 
— — le (m — n) \/ — i 

quantités imaginaires de la forme A ± P , puisque 

i , 1 1 m et n sont des quantités réelles. Diits le cas de 

P < o et — fl 
27 — 4 

on a m=pn , et 


=*\/-b l ‘=-V-i.c=-V- 


en sorte que les trois racines sont encore réelles , et les 
deux dernières égales entre elles. 

Les trois racines sont encore réelles dans le cas où celles 
de la réduite du second dç^ré sont imaginaires , c'est-à-dire , 

lorsque la quantité ~ -f - p — qui se trouve sous le signe radi- 
cal, est négative, et on sait , à priori , qu’cl'fcctivciueut elfes 
le sont ; car la condition 


suppose ccs deux-ci 


Alors on peut poser 


ç+$<° 

*< oet ?<ë 
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a —V f+g^— î+^f— 6^— I 

3 _ 

b = ( / + * ) //+ s 

3 

+ (/— * ^ y— g {/ -~ i 


c — U — k »/— I)/ /+■,!/_! 

3 

+ (/+* ^ZT^/y— *1^ . 

et on n’apperçoit plu» aussi facilement, d’après la forme de 
ces quantités, comme elles sont toutes trois réelles. En ad- 
mettant le développement en série de K> -f-£ ^ — i et 

3 

— gŸ — i , on trouve que les termes imaginaires dispa- 
roissent par l’opposition des signes dans la première, et que 
les multiplications faites dans les deux autres , les résultats 
ne contiennent plus que des termes réels ; mais toutes trois sont 
alors données par des suitqs infinies, et comme on n’a pu 
jusqu’ici les obtenir sous une forme en meme temps réelle 
et finie , à moins d’employer les lignes trigonométriques , on 
a désigné cette circonstance sous le nom de cas irréductible. 

Nous examinerons donc à quoi tient l’introduction d’une 
imaginaire dans ces racines qu’on sait , à priori , devoir être 
réelles. A cet clict nous reprendrons l’équation 

jr 3 -f • p x q — o 

En supposant que a, b etc soient les trois racines, on aura 
a . 3 — (a -J- b^~c)x* -f- (aù-f-ac -f -bc)x — abcxzx* •\-px-\-q 
d’où résultent ces égalités 

a b c — o ab ->(- ac bc — p \ abc =r — q 

Comme l’équatien proposée est d’un degré impair, on est 
assuré d’avance qu’elle a , au moins , une racine réelle et la 
Résignant- par c j on déduira de 

c = — (a + ù ) 


Digitized by Google 



56o K o t e s 

Î ue la somme « 4* ^ des deux autres racines est aussi réelle, 
lette valeur substituée dans les deux dernières équations , 
donnera 

a‘ + A* — — P', a b (a + A) = q 

d'où il faudrait conclure a et b. La dernière donne 
• ab — 

donc ab est aussi une quantité réelle. Considérons main- 
tenant la quantité 4- ou 27 <7* 4- 4 p 3 du 9igne de 

laquelle dépend le cas irréductible : si on l'exprime au moyeu 
de a et de b , on trouvera , après les réductions faites , 

27 V* + 4 P 3 — — ( a «’—a b 3 -f 3 c* b —3 oA 1 ) •' 

d’où 

K _ ( 27 ? l * 4 - 4 /> s )—ia 3 — zb 3 4 - 3 n*A— 3 aA» 

=: (a— A ) ( aa^ai* 4- 5 aA ) = ( a— b ) J 2 ( a+b )M-aA | 

Or les deux quantités a 4- b et a b sont réelles , comme 
on l’a déjà vu ; donc, pour que la dillcrence a — A soit 
réelle , il faut que la quantité ( 27 <7* -j- 4 p 3 ) soit néga- 
tive, ce qui est le cas irrcductifile ; d’où il suit qu’alors les 
deux autres racines a et A seront aussi réelles. Cherchons 
maintenant à évaluer les racines a et A en coefficicns de la 
proposée : nous avons trouvé l’équation 

a 3 — b 3 4 . 1 a ‘ A — \ ab' r=| \/ — 1 V~*l q l +4P Z ' 

Ajoutant au premier membre mX a A(a-J-A),et au 
second m q qui n’est autre chose que — m a b c , à cause de 

a 4- A 4- c ex O 

» 

on aura 


a 3 — A 3 4 " (s + m ) a * b + (w — i) «A 1 — 

K 27 7 1 4- 4 7 * + m ? C 1 ) 

ïl s'agit de déterminer m par la condition que le premier 
membre devienne un cube parfait : à. cet cilet , on le com- 
parera avec 

( a a — <t* A ) 3 = a 3 — b 3 — 3 * a* A 4- 3 ** a b 1 
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_ | \/ 5 _ I 3 

« et étant — et ■' 3 ; d’où on déduit 

-l+m = 3 «’=+ 3(— -/- r 8 )) y r~ - 3 - 

On a aussi 

( <t* a — 4 i ) ! s a* — A* — 3 «? a* & -J- 3 « a £* 

«t comparant avec le premier membre de ( 1 ) , on obtient 

U-î2ti 

-l + ,= 3(^±^)j = ^ 

«n a donc , pour déterminer a et 6 , les deux équations 


*a-<t 

s 


■* = 1/IV-^ *79*4-4? 3 — S y 3 K — q J 

*7?*+ÿ|]=P 

«w = V / [ tv'“ ^ *7?* -h? 7 + 5 -^=i çj 

= y^[ j 7 + ^ ✓" «7v*-Hp 3 |]=g 

Reste donc à éliminer a et b entre les deux équations» 
ce a — -ce* i = P,.,. (2). 
cc^a — oc A = Ç . . . . (3). 

à cet cfiét , multipliant (2) par «t 1 et (3) par a , puis re- 
tranchant le premier produit du second, on aura 

» =^^==^— v'H-v'ÇÏ?,! 


+=i= ÿi. vî -t +v ^ f 
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Si les racines u 1 , u u et u u ' sont réelles et positives , il est 
visible que les quatre racines de la proposée seront réelles ; 
mais si parmi les racines de la réauite , il y en a de né- 
gatives , les' quatre racines de la proposée seront imagi- 
naires ; il faut cependant en excepter le cas où des trois 
racines réelles de la réduite , l’une u’ est positive , et les 
autres u u et u 111 sont négatives et égales cntr’ellcs ; car 
«lors des quatre racines a , b , c et d , deux seront réelles , 
et les deux autres imaginaires. Ainsi , outre la condition 
de la réalité des trois racines de la réduite , il faudra 
encore , pour le premier cas , suivant la règle de Ces - 
cartes , ( règle des signes ) que les cocfficiens des termes 
de cette réduite, soient alternativement positifs et négatif», 
et que par conséquent on ait 

p < o et p* > 4 t 

Si l’une de ces conditions manque , la proposée aura ses 
quatre racines imaginaires, à moins quon ne tombe dans 
le cas ci-dessus cite. Si la réduite n’a qu’une seule racine 
réelle , on observera d’abord qu’à cause du dernier terme 
négatif de cette réduite , la racine réelle sera nécessairement 
positive : les deux racines imaginaires seront de la forme 
f + g ]/ — i : prenant donc uf pour la racine réelle, n" 
et u' pour les deux imaginaires , les deux racines a et b 
.seront réelles , puisque ( pages 327 et suiv. ) 

^ 7 + g 1/ — 1 -f- P .f — g V — 1 est une quantité réellç 

t=l/~ 2./ + 2 f x -\-g x et , au contraire 

Vj-j-gl/—! — Yj—'gV ' — 1 est une quantité imaginaire ; 
en sorte que des quatre racines trouvées , les deux première! 
seront réelles , et les deux autres imaginaires. 

Nous rapporterons ici la méthode qui paraît avoir servi à 
îâ première résolution des équations du troisième degré , 
«t qu’on appelle communément méthode de Cardan , quoi- 
qu’il semble , dit Lagrange , que c’est de Uudde que nous 
la tenons. 

Toute équation du troisième degré , privée de son se- 
cond terme , est de la forme 

+7=:o 


Supposons 


* —y -{- 4 
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ce qui revient à partager le nombre x en deux parties 
y et z , dont l’une pourra conséquemment être prise à 
volonté , pourvu que l’autre en soit le complément à x : 
la substitution dans la proposée donnera la transformée 

y 1 + 3 y 1 z + 3 ys l + z 3 -f p(y + z) -f 9 = o 

or 3y' z -f- 3y z' 1 = 3y z (y 4 s ) , de sorte qu’on aura 

y i + '® 3 + (ay s + p) Cr+ a ) + ?= 0 

Si maintenant on suppose à z une valeur telle qu’il en 
résulte 


3yz+p — o (i) 

il restera 

4-^=0 ( a ) 


équations au moyen desquelles ou pourra évaluer y et z , 
et conséquemment x. De la première on tire 



substituant dans la seconde et réduisant , on obtient cette 
équation du sixième degré qu’on appelle la réduite 

y* + çr 3 — ÿ = ° 

laquelle ne contenant que deux puissances de l’inconnue 
dont l’une est le quarré de l’autre , est résoluble à la ma- 
nière des équations du second degré , et donne sur le champ 

■ ,>=-£+v/£T& 

a r 4 ~ a 7 
et extrayant la racine cubique 

Y=\/-^+V- 

a ” r 4 1 sj 

tuais 


x — y -\-z—y — £ 

*n mettant pour z sa valeur — - p - . et d’ailleurs 

(V-i+v^)x(\/-i -yzï |)= _ 


”5 

d’oi^ 
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d’où on déduit 


* P _ 

■ 3y - 

donc 

s 

*= l / -4+V'f+|+ V-i -Vf+S 

expression où l’on voit que le radical quatre qui se trouve 
Sous le radical cubique est pris enplus et en moins , eu 
sorte qu’il ne peut y avoir aucune ambiguité. Soient a. et 
** les deux racines cubiques imaginaires de l’unité , et 



on aura 


\/ — ± —\/£ + Pl 

2 r 4 1 2J 


y — va. 


y = « va. . . 
mais à cause de 


3 p 

x — j /A — — 

»VA 


X— CL \/A 1 


3 « y} A 


y A — E- 


3 «V^ 


V B-** > ** — i d’où ~ — a . 1 et -L = «c 

3V A « 

1 rs trois racines de la proposée seront exprimées ainsi qu’i) 


* 3 

3 -= V A + y B 


3 , 3 

.T=* y A -f. Ct> ÿ B 

' à s 

= V “H CL B 

On aurait pu parvenir directement aux résultats cru» 
nous tenons de trouver, en remarquant que les équations 
(i) et (aj donnent ’ 

jh-s’ = — 7 et y i 2 1 = — El 
Tomt 11, ' 7 Aa 


f 
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d’où l’on conclut , sur-le-champ , que y 3 et s* sont les ra- 
cines d’une équation du second degré dont la première puis- 
sance de l’inconnue sera multipliée par q et dont le terme 

connu sers — — : cette équation sera donc 

r 3 

u i +qu ~-^=0 

et nommant A et B ses deux racines , on aura 

» ' 

3 3 

y — j / A , *= j/ B 

A et B ayant les mêmes acceptions que ci-dessus. Or on a 

y — VAL, y = tt VA ,y=a 1 VA 

3 3 J 

z == VB ,z—o. V B ,2 — 0} j /B 

d’où on croiroit pouvoir conclure neuf racines ; ' mais 
. l’équation 

y z— g 

dont nous n’avons employé que le cube , limite le nombre 
de ces combinaisons , et il est aisé de voir que les valeurs 

de 2 qu’on doit combiner par voie d’addition avec VA , 
3 3 3 3 3 

et VA » ** VA sont V B , e} V B “ V B : d’où résultent les 
trois valeurs de x trouvées plus haut. 

On peut aussi parvenir aux formules des racines du qua- 
trième degré d’une manière moins directe que celle qui a 
été exposée ( page 34a et suiv. ) , mais qui , d’un autre côté , a 
l’avantage d’être analogue à celle de Cardan, pour le troi- 
sième degré. Soit , à cet effet , l’équation 

x4-\-px* -j- q x -j- r — o 

on supposera 

x xzy -f- z-\~t 


et on aura d’abord 

^—(.y'+z* +t*)+2.{yz+y t+zt). 

*- 

etquarrant de nouveau % 

= (y 1 + •** + <* y ■ ' J 

+ 4 (>• ■* +* 1 + f % ) (y* -^yA+zi ) + 4 (j*b 4. % t -|- s t y 

^ ô. • * 
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ot 

(.y z + vt+zt) k ==y M * % +y' t* 4-5* r + 2 yzt(y+s + /) 

substituant ces valeurs de x , x l , x* dans la proposée , et 
rassemblant les termes qui se trouvent multipliées par 
r + *+•', ainsi que ceux qui ont pour facteur commun 
yz y l -f- zt , on aura la transformée 

( y'+*' +t‘ y+p(y' + *' +**> 

+ [.4 ( y * + ** 4- ** ) 4- { y= +yt+ et.) 

+ 4 (>• ** +y't'+z't ' ) + ( 8 yju+ç ) (y+z+t )+r = Q 

Maintenant, à l’imitation de l’hypothèse qui a .réussi dans 
la résolution de l’équation du 3 e degré , nous supposerons 


8 .y z 1 + <7 = 0 (î) 

4(y‘+* , +C) + **=°' (*) 

et il restera l’équation 


(• r 1 ** 1 + * 1 )'+ P ( y ‘ +* 1 + t ') 

+ 4 (>* Z‘ +y‘ r+z* t‘) + r=z o. . . (3) 

au moyen des équations Çi) , ( 2 ) et (3) , on déterminera 
les trois quantités y , z et t. I.a seconde donne d’abord 

• • 

y' •+«*+**—— -f 

cette valeur substituée dans (3) , la change dans la suivante 

y'*' +y*** +**/* = £-;- 

de plus la première étant élevée au quarré donne 



donc , d’après. la théorie générale de la formation des 
équations , tes quantités y* , s 1 , t * seront les racines^d'une 
équation du troisième degré de la forme 



de sorte que si l’on désigne par u 1 , u" et u ,u les trois 
racines de cette équation qu’on appelle la réduite , on aura 

'y = W» j /«", tz=z]/u w 

Aa 3 


Digitized by Google 



S 68 Notes 

u' , u et u"' n’ayant pas ici identiquement (es mêmes va» 
leurs qu’à la page 356 , et la valeur dew sera exprimée par 

l/i i' + i/u" . f i /u'" 

Comme ces trois radicaux peuvent être pris chacun avec 
les signes plus et moins, on aurait, en faisant toutes les 
combinaisons possibles , huit valeurs diSërentes de mais 
il laut observer que , dans 1 analyse précédente , nous avons 
employé 

= & 

ou le quarre de 

y z t = — 1 

8 

il faudra donc que le produit des trois quantités x , y et 
z , c’est-à-dire , des trois radicaux i /u' , y u " , y u ^' , soit 
de signe contraire à celui de la quantité q : d’où il’ suit 
i . que q étant une quantité négative , on devra prendre 
les trois radicaux en plus , ou deux en moins et un en 
plus , ce qui ne donne que les quatre combinaisons 

« = Vu" + y u "‘ 

b — -f- V u> — Vu" — V u " r 
c = — Vu' + Vu" — Vu'" 
d — — Vu' — Vu" -f- Vu'" 

qui seront conséquemment les quatre racines de la proposée 
2. . que q étant une quantité positive , .il devra se trou- 
ver dans 1 expression de x ou trois radicaux négatifs , ou 
un négatif et deux positifs , ce qui fournira les quatre corn- 
lunaisons 

û — — Vu — Vu — Vu" 
b = — Vu' 4- Vu" 4 - Vu"’ 
c = 4 - Vu- — Vu" -f- Vu'" 
a = 4 y u ' + y y _ y y 

Ces formules sont de même forme que celles auxquelles on 
est parvenu ( page 356 ). 1 

l 

Résolution par les lignes trigonomélriques des équations des 
degrés supérieurs. _ 

les propriétés des lignes trigonométriques’ fournissent 
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une résolution facile des équations des troisième et qua- 
trième degrés , et les tables de sinus, cosinus, etc, servent 
ensüite à évaluer numériquement les racines de ces équa- 
tions. Ce procédé de résolution et le secours qu’o tirent tes 
tables sont tels qu’on en tire avantage même à l’égard 
des équations du second degré. Soit doue l’équation 

x % -f- px + q — o 

dans laquelle nous supposerons d abord q positif : faisant 
xz=.z l/y (i) 

©n aura 

+pz i/y 4 - y = O ou a* + a -}- I = o 

Kî 

ou divisant par a , 



i». Si est , abstraction faite du signe , moindre 


-= 2 CO*. U 


que l’unité , on fera 

s = cos. u 4* u V ' — 1 

en sorte que l’équation (2) deviendra 

COi - » + V— i- sin ‘ “ + .o'.u + V-ïTT*. u 

en multipliant les deuv termes de la fraction par ï*i 

cos. u — 1/ — x. sin. u : on déduit de-là 

cos. u = — — — 

2 Vq 

les tables de sinus feront connoître l'angle u , et comme à 
la même valeur de cos. u répondent les angles + « et — u , 
on aura pour z et conséquemment pour x deux valeurs 
qui seront imaginaires; ce qui doit arriver puisquon a , dans 

n 1 

l'hypothèse actuelle , <y>— 

P , 

2 0 . Si le nombre — ~-~r~ ïst » abstraction faite du signe , 

2 Vt 

plus grand que l’unité , on fera 


et on aura * 


f — tang. u 


* A a 3 


f- 
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b -J- — ~ tang. K+ 
d’où on tire 


N o t e a 

tang. u lin . u cm. u 


T 

vï 


un. lu = — 




Les tables de sinus donneront le plus petit des angles 
qui répondent à cette expression de sin 211 , prise positi- 
vement : cet angle, pris avec le signe m jins , sera la va- 
leur de 2 m; mais à ce sinus répondent les deux arcs 2 u 
et c — 2u , c étant la demi-circonférence : on aura donc pour 
les deux valeurs de x 

_ _ • 

X— 1/ y X tang. Kjïs/fX tang ( ~ — u) 

racines réelles et négatives. 

Dans le cas de q négatif, auquel correspond 




on fera 


d'où 


y 

Vf 


s es tan?, u 


tang. au 


I f » N 1 — tang.' u _ 

b v tang. u y ~ tang. u ~~ 

et conséquemment 

. . 2,/ f 

tang. 2 u = 4- -yt 

I,es tables de sinus feront connaître le plus petit des angles 
qui répondent à cette expression de tang. 211 ; mais à ta tan- 
gente de 2 u répondent les deux arcs lu etc -{-lu, o» 
aura donc 

x~V q X tang. u-y — \ r q X tang. 

c’est-à-dire , deux racines réelles , l’une positive et l’autre 
négative. 

Passons à l’équation du troisième degré 


et supposons 


x % + p x q — a 
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r étant une quantité indéterminée : nous aurons 

** +P* + Ç— r '( s z'± ~j) ± ( 3 r«— H(“± £)+?=• 

déterminant r au moyen de l’équation 

3 r s — p r'^z o 011 aura r — ~ 

la valeur de r dépendra d'une réduite du sixième degré ré- 
soluble ù la manière du second ; eu etlet.il restera 1 

rî 3 ± p) +9=0 d’oùz» ± ^ =— ~ =— ~ 2,1 (2) 

I.es équations (1) et (2) serviront ensemble à résoudre la 
proposée. Supposons d'abord que le signe supérieur ait lieu , 
et que le nombre h soit , abstraction faite du signe > 
moindre que l’unité, alors la quantité ^<7* — tj P* est né - 
gajiye , et la proposée tombe dans le çus .irréductible 
(page 359) : que l’on fasse 

z — cos. u -f- j/— ~ 1 sin. u 

d’o.i * 

; *=V / f( z ^ t) = 2 cw - “ x V / t • • • •• (3) ; 

et de-lè , d’après le théorème (*) , 

( cos. u + ]/ — 1 si/l. u = cos rmi + 1 / — I sin. mu 

. ' ' ' ' ' 

(*) Supposant le rayon — i , on a la formule 
Z . eosm 9 -*i i> 1 m j tn . 3 n — ■ 

dont le premier membre peut être' regardé comme le produit des deo* 
facteurs imaginaires cos. u -f -sin, u>J— i et cos. u — sin. u y/ — i. Si 
on multiplie ensemble deux facteurs semblables cor* «+ sin . u \J — 1 > 
cos. uf -f- sin. u r \/— 1 ,on mura pour produit 

cos^u col. u r — sin. u sin . u r -f* ( sin. u cos. uf < 4 " sin. u r cos u } V — 1 g 

qui se réduit à 1 % forme 

cos. ( u u f ) ■+■ sin • ( u -f- u r ) \f — I • 

laquelle est semblable à chacun des facteurs. On a donc en gèdérml 
(costir-p'siji.By / — *JQoosl u*+iïn'. üf \J — i) zz cos (u-fn')-f- sin. (o-f i 

et il est remarquable qufe la multiplication de ces sortes de qnanticés s’exécute 
en ajoutant seulement les arcs , ce qui est uite propriété analogue k celle 
des logarithmes. On en conclura successirement 

( cos. u -+-fitu u. (cos. u 4 ** sin. u yj — * ) œ Cos. Su •+• sin. a « i 

C oos. u -f* sifisU y/— t ), (cos. a«4- sin. a u \ /— i ) zr cos. 3 u - 4 - sin* 3« \/— * 

( co*. u 4~ sin. (coj. Zu-\-un. 3 u \/—-i ) zz cos. 4 u -f- sin. 4 u \/— i 

À a 4 
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on déduit 


*4" ~. 2 cos. 3 « , partant cos. 5 u = h 

Soit A le plus petit des angles dont le cosinus est h , 
angle oui sera donné par les tables , on aura pour 3 a les 
trois valeurs A , % c-\- A , -j~A, et par conséquent les trois 

Valeurs de x seront , d’après l'équation (3) 


* = 2 |/y COS. | A 

‘ = * Vl “*• (=fO 

, * = * 1/ï coi. (-£+^) - 

Kn prenant etc. pour -3 b , on retom- 

bcroit sur .les racines déjà trouvées , ce qui doit arriver, 
On voit clairement ici , comment l’imaginaire qui 

flans le cas irréductible , s’introduit dans les trois racines ' 
disparoît dans l’expression de r ^ z + 0 : la valeur de z 

exprime le radical imaginaire qui , dans ce cas, entre dans 
la composition de chacune des racines , et c’est par la 
comparaison qu’on a fait de ce radical avec cos. u± i/—i . sin u 
que les racines ont pris une forme à la fois réelle et finie. 

Dans le cas de h — 1 , on a3a = oeta=:o,cn sorte que 
les trois racines deviennent 


*=T 2 vb *=-l/f 

Ou ‘ • 

3 3 , 

X= 3 *V/_? ; * = 

P rodu!t e,t 4 (cos. H + sin. Us /-,y ; le second est égalé 

ïi o m h rts i U ^ 1 J 3 » et a,nsi de *o»te. Donc , *n général , m étant un 

nombre entier quelconque , on aura ° ’ 

( cos. u -f- sin. u y/ — 1 )" =3 cos. mu + sia. mu — i 
de-li résulte , en prensnt y/ — i avec le signe moins , 


(cos.u- sin. u y/— 1 )"> — cos. mu — sia. mu y/- . 

Cette propriété résultent encore de la eomparaiton des séries qui repré- 
sentent e ,s in. x es cos. *, comme on le serfs daas la inite de çes leçon*. 
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5 7 î 


V=5' a »!' V-î-Vi 

I.orsqu’abs traction faite du signe , le nombre h est plus 
grand que l’unitc , on doit faire '*• 

x 3 — tang. u d’où z* — et sin. nu 

° z 3 un. 2 u h 

on aura donc l’angle « par les tables de sinus : si l’on lait 
ensuite 

5=v/ tang. u = tang. u f qn aura x = tin% a j 

ê 

9 

et les deux racines imaginaires seront 

* = V\ \ * ,an s- + TT^ÏTJ S 

a - >lan S- + ÿ ,'ng— 5 

*. et a.’ étant — — 3 et — — Ouïes deux der- 

^ 3 3 

nières racines cubiques de l’unité , et réduisant , ou trouvera 

• \ * 

— 1 Æ ( ~ 1 ^ ”*• 2 \ 

Y 5 \ tin. 2 u’ } 

Tl reste à considérer le cas ou 

*^V r s( Z “ l) 

op [fera alors] , . # 

~p = '«>^.u,d’oÛ —tang. z/+ —ih et tang. tzu = ^ 

on aura donc l’angle « au moyen des tables: soit encore : 
* 3 

|/ tang. u =s tang. u 1 

la racine réelle sera ' , 


V 


t*ng. 2 w 
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et prenant a. tang. u 1 et a.' tang. u' , <t et «d ayant mêmes 
acceptions que ci-dessus , les deux racines imaginaires seront 
représentées par 


* 



COJ iu'+y / — 3 

lin. ai / 


\ 


Les racines de l’équation du quatrième degré , étant de» 
fonctions très simples de celles de la réduite , on pourra 
les déterminer facilement par la méthode précédente. 

» 

Résolution des équations binômes » 


Soit l’équation binôme ou à deux termes 


x m — a m — o. 


(O 


si on fait 


x = a y 

elle se transformera clans la suivante 

a m y m — . a m — o ou y m — i — o (2) 

la recherche des m valeurs de x dépend donc de la résolu- 
tion de l’équation (2). Un remarquera d’abord que si m 
est un nombre composé , tel que 

m — p. q 

p et <7 étant des nombres entiers, la résolution de l'équation 
(2) se réduira à -celle de deux équations semblables l’une 
du degré p , l’autre du degré q ; car faisant 


il viendra 


yi = s 

• ' . * 

yV d’où zP — * I = O ( 3 ) 


Supposons maintenant qu’011 ait résolu cette équation do 
degré p et que a soit une des racines , on aura ensuite 

yl — a. = O 

ou faisant 


1 _ * 

y = u l/ - a •• ’ 

V «t étant la racine donnée par l’opération arithmétique, 
il viendra 


u* — i-s= o 


( 4 ) 



n’ A J. o i b » s. %5 

en sorte qneles équations (j) et ( 4 ) résolues donneront les. 

r ü racines de la proposée. 

^ Un voit donc que la resolution de l équation 

y m — 1=0 

lorsaue m n’est pas un nombre premier , dépend de celle 
d’autant d’équations setnblab’es que m contient de lacteur* 
simples , les degrés de ces équations étant successivement 

cp, (acteurs eux-mêmes. . 

Considérons, en général , le cas de m, nombre impair , # 

en sorte que l'équation à résoudre soit 

x *p+' — 1 = 0 

nnlsauc l’unité est toujours une des valeurs de x, , on 
pourra diviser le premier membre par x — t et le quotient 

sera 

X »P + x*f~» 4 . .r 4 ^’ + -f ■** + •* 4- I — ° 

divisant par et rapprochant les termes équidistans de celui 
du milieu , on aura 

^4_4 4-*'- , + 

• * 

Soit 

x 4 - - x = z d’où x* — *x 4“ 1 r= ° 
on obtiendra 

(*+!)•=;* = »•+ J. + » 

d’où résulte 

*’ + ?=**- 2 

on aura 

(r + i) 5 = j + 3 (* + 5) = *' + À + 3t 

d’où l’on déduit 

ar» + l t = x 3 — 3* 

On trouveroït de même 

* as* + p = “ 4*' + a 

* 

X* 4- jï 55 ** fc* + 5* 


_i_4_..... + x‘4-i + * + -i= 0 
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3j6 

• et en généra! 

- r + ~ = + 


r ^ r -4) (r-5) 
a. 5 


-j- etc. 


en ne continuant Ja série qu’autant que l’on aura des puis- 
sances positives de z. Faisant ces substitutions dans l’cqua- 
tion du degré p., on aura une transformée en z dans laquelle 
» toutes les puissances de z seront positives, la mlus haute 
étant = p , en sorte que celte équation ne sera plus que du 
degré p : si donc on peut résoudre cette équation , on aura 
p valeurs do z à chacune desquelles correspondront deux va» 
leurs de x par la résoiutiou de l’équation 

X 1 — z x — p- I za: o 

et conséquemment i p valeurs de x qui jointes il la première 
racine x= i , seront les 2 p + x racines de la proposée. 

Il résulte de ce qui précède qu’on pourra obtenir par 
1 extraction de la seule racine quarree les racines des 
équations 

x 3 — i = o , x* — 1=0 

pour lesquelles ona// = i,// = a:on pourra donc aussi 
résoudre toute équation 

x m — i=o 

lorsque/» naura d autres facteurs simples que a, 3 *et 5 , ou 

A p. 1 

lorsque m sera de la forme a .3 . 5 . En admettant la rëso- 
^ lution des équations du troisième degré , on pourra ré- 
soudre l’équation 

x 1 1=0 

pour laquelle// = 3 , et conséquemment toute équation 

A p v rr 

f —i=o lorsque m sera de la forme 2.3 . 5.7 . Mai* 
la résolution de l’équation 

a** — 1 =0 

pour laquelle p — 5 exigcioit celle d’une équation du cin- 
quième degré. 

Lors même qu’on ne peut trouver algébriquement les ra- 
cines de l’équation 

• x m — 1 = 0 

iicstccpcadant toujours possible do les exprimer au moyen delà 
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. division de la circonférence en m parties égales , 
soit m. 


5 77 


quelque 


Reprenons le théorème 

( cos. <p -f- sin. ç \/ — i )" == cos. m $ -f. sin . m 9 . (/ — 1 

démontré plus haut dans le cas de m nombre entier : fai- 
sant dans la proposée 

se ~ cos, ç -j - s ‘ n ■ $.l/— -1 d'où x m z=. cos. m ç -)- sin. m ç.j/— z. 
on aura pour résultat de cette substitution 

cos . m y - }- sin. m ç . \/ — 1—1=0 
• équation qui sera satisfaite dans le cas do 
cos. m ç = r et sin. m <p — o 
I.a dernière condition aura lieu en posant 

m <ç = À’ or 

or étant la demi-circonférence et k un nombre entier quel— * 
conque : mais comme le cosinus ne devient égal au rayon 
que lorsque l'arc est un multiple pair de la demi - circon- 
férence , il faut qu’on ait encore 

k — donc m ç = sa or d’où <p *= — or 

M 

Toutes les racines de la proposée seront donc comprises 
dans la formule 

X — cos. ~ or -f- sin. “i or . 1 / — x 

et on les obtiendra en faisant successivement a = o , = r , 

— etc. jusqu’à m — 1 inclusivement: il seroit inutile de faire 
A = mouA>m, puisqu’il résulteroit de ces hypothèses les 
mêmes valeurs que pour a < m : en effet , les arcs que l’on - 
obtiendrait seraient les mêmes que les précédens augmentés 
d’un certain multiple de la circonférence. 

Nous remarquerons d’abord que toutes les racines de 
l’équation 

X m 1=0 , 

sont inégales entre elles puisque dans la "circonférence il n'y 
a pas deux arcs qui aient à la fois même sinus et même 
cosinus : de plus il est facile de voir que ces racines seront 
imaginaires , excepté la première qui répond à a=o, et celle 

qui est donnée par ask*- , lorsque m est pair, supposition. 


« • 
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qui donne xzn — 1 : en eflet pour que la partie imaginaire 
de l'expression de x disparaisse, il faut qu’on ait 



ce qui arrive , i°. lorsque 

— = o d on a = o 

n 

a*, lorsque 

^ = 1 d’où a = =■ 

m 2 

cette dernière condition ne peut être satisfaite que lorsque 
m est pair , puisque A doit être un nombre entier. Gn a dans 
Je premier cas 

x = cos. 0 = 1 

et dans le second 

x a= cos. ir = — r 
lorsqu’on suppose a > m , la formule 

x =s cos. -- rr -f- s in. — ir.i/—- r 
m m r 

devient 

v zs cos, ( w -{- z ) -f. tin. ( ir + z ) . l 
tnais on sait que 

cos. ( x-\-z ) = cos. ( ir — z ) 1 sin. ( x-\-z ) — sia. (r — z) 

donc 

cos. ('r-\-z)-{-sin. (t-J -z)}/ — 1 = cos.(t — z)—$in.(rr — z) . }/ — r 

or parmi les valeurs de x qui résultent de A< m se trouvent 
nécessairement celles-ci 

cos. ( t — z ) -j- sin. ( T — z) v/ — ï 

donc toutes les valeurs de x sont comprises dans la formule 

‘ x = cos. - - ir ± sin. — ir.i/— i 

ce qui résulte encore de ce que j/ — 1 emporte le double 
*ignc ±. , 

Soit, pour premier exemple , l’équation 

x* — 1 zzo 

|>oui laquelle z»= 5 : on aura 

xzzeos. ~ï + s/m £ T.V—l 
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«t pour A = o. . .cos. ~ 'x=i;ji/j. t—O, x— I 

A=i cos. ^ -ar= coj. f gr ; «'«• ir=isin. | ir ; 

jc = coj. | » + j/'/j. | w.j/— 1 

A=2 . . . .coj. ?- t=coj. £ t ; tin. x=sin. | sr; 

4 . 4 , 

X — COJ. J T + Ji/J. -V — I 

l'hypothèse de X = 3 donneroit 

X—COS. | T+sin. | Tj/ — I=COJ.^ T _J_ g^ + J»>2.^T+^V/-I 

=COJ.^T + — I=coj. j ir+Ji>». 5 T.l/ — I 

valeurs déjà trouvées dans l’hypothèse de a= 2. La suppo- 
sition de A = 4 donqproit 

a g — coj. 5 jj’/j. 5 t. v/-i=:coj. sin. (j+\*)Z-r 

’ZZLCOS. (j— 1 *) + sin.Çx — 5 ** ^ j/ — i=coj 5 w+jin. g t 

valeurs correspondantes à a — 1 

I.cs produits des facteurs correspondants aux racines 
données par a = x et par A — 2 sont 

jf* ■ % J COJ. 5 T I — a. — — 2 J- coj. y2° *|« I 

je» — 2* COJ. ^4-1=^’ — 2X COJ. 144°, 4-1 
en sorte que 

jpî — 1 = (gr — 1) (.r ’ — %x cos. 72°4 -i) ( ** — 2* cot ' *44° + 1 ) 
Soit, pour second exemple , l’équation 

x s — I =5 o — 

pour laquelle on a m = 6 et . 

jc = coj. T sin. ^ t . ÿ — 1 
Pour A = 0 , on trouvq 
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Notes 

xzzcos. o* + tin. o° . y/ — i =+ 1 
. . . . 3 cz.co$. 3 rr + sin. i ir\/-i - cos. 6o°. + sin. 6o*- 

K=.2.. . . .x=cos. | rr i sin. ^ 'r\/-i=cos.i2o 0 +sin.i2.o 0 . 


*= 3 . . . .xxcos.w+sin.irY — 1 = — I 
les facteurs réels du second degré seront donc 
(x 1 — l)(x’— ZJC^COS. 6o°-f-I )'x* — 2-T COS. X20 0 -J-I=«* — 1 = 0 ) 
Les racines de l’équation 

Pl. - 1 = ° 

yj se construisent d’une foanière fort simple au moyen du 
g g- cercle : en effet , après avoir divisé la demi - circonférence 
ARB en un nombre m de parties égales et numéroté toutes 
ces divisions en commençant par l'extrémité à gauche du dia- 
mètre , qui sera zéro, qu’on joigne les numéros pairs, on 
formera une portion de polygone réguëer AMM' etc : si des 
sommets des angles de ce polygone on abaisse des perpen- 
diculaires sur le diamètre , elles seront sin. — w et les dis- 

m 

tances au centre seront cos. ^ t : ces perpendiculaires re. 

présenteront donc les coefficiens de Y — i et les distances au 
centre donneront la partie réelle des racines. Au point 
A, on a 

x — cos. O + sin. o . Y — I = -f- i 

Si m est pair, il y aura en B un point de division de nu- 
méro pair, pour lequel 

x cos. rr -f- sin. ir . Y — i = — I 


Maintenant dans le cas de ” nombre pair , où de m = 4 le ^ 

il y aura en R un point de division de numéro pair , auquel 
correspondra * 

x •= cos. -f- sin. I V— x-+V— 1 


et comme une racine imaginaire de la forme a. 
en suppose une autre telle que « — £j/ — i,on aura aussi 
dans ce cas 

x = — — i. 

Les 
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d'Alobbr e. 

Les racines de l'équation 

se construiroient semblablement : mais alors il faudrait 
joindre les numéros impairs , et il est visible que les arc» 
ainsi déterminés seront compris dans ÎGtl ^ et ( j Ue 

. ax-f-i . 

se = cos, -cr "+■ sin. — J,., -r . 1/ — 1 

m m 

sera la formule générale des racines , ce qui se vérifie en 
élevant la valeur de a; à la puissance m et ajoutant l’unité , 
car on a 

x m -j- I = cos. ( 2A-J-I )» + sin. ( 2à-|-i ) <r. \/ — i -j- j z= o 
L'équation 

x m + 1 — 0 

n aura pas de racines réelles dans le cas de m nombre pair, 
parce que l’extrémité à droite du diamètre, ou le point B, 
ne peut être le sommet d’un des angles du polygone. Cette 
conséquence résulte encore de ce que le nombre des racines 
imaginaires étant tonjçurs pair , il faudrait , dans le cas de 
nombre pair , qu'il y eût deux racines réelles , ce qui est imfp 
possible, puisque 1« point A ne peut être le sommet d’un 
des angles du polygone. Si ~ est impair, un des points du 
division tombera en R , on aura ' 

x = cos. J sin. ? j/ — 1 — -f- j/ — i 
et conséquemment une autre racine 
x = ~ ]/— 1 

Dans le cas d c m nombre impair, on verra aisément que 
l'équation proposée ne peut comporter plus d’une racine 
réelle qui sera — i. 

Toutes les racines de l’équation x m — i = o sont donc* 
comprises dans la formule 

x — cos. ^ t 4 - sin. — t 1/ — : i 

M W r 

mais 

cos. ~ t -{-sin. n . j/ — I — (cos. TrA-sin. —t. 1 / — iV 

Tome II. B b 
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donc si on suppose 

cos. a T + sin. — T l/ — I — a 

fn ni . 

toutes les Racines seront représentées par les puissances 
successives et , «*, et 3 , etc. jusqu’à et™ qui est toujours l’unité , 
ce qui est évident, puisqu’on a 

et™ — 1=0 d’où et™ = i 

ccs racines correspondent aux valeurs a = i , = 2, , . m ,, 
hypothèses qu’on peut taire , puisque , comme on l’a va 
( page 377), on a la même racine pour a = o et A = m. 

a 

Dans le cas de m nombre pair, on a et* = — 1 , ainsi qu’on 
•l’a trouvé précédemment 

-Toutes les racines de l'équation 

et™ — 1=0 

peuvent être représentées par les puissances l r ' , 2 m «, m m » 
de l'une quelconque oP de ces racines pourvu que m soit un. 
nombre premier ou que p et. m soient des nombres premiers entre 
ÿeux. Soit, par exemple , m = 3 , les racihes seront et , et* , et 3 j 
^Si l'on prend à la place 'de et la racine suivante et* , on aura 
les trois racines et* , ot 4 , et 5 qui à causcde et 1 = 1 devicnnenl 
a* , «t , et* les mêmes que les précédentes. De même , pour 
/7i=5, les racines seront et, et* , et 3 , et 4 , et* et si au lieu de 
on prend et' qu’on élève aux puissances successives 1, 2, 3 , 4 
et 5 , on aura a* , et 4 , et s , et 8 , et' 0 qui , à cause de et 5 = 1 , 
deviennent «t*, et 4 , et, et 3 , et 5 .‘prenant et 3 aulieu de et, les 
racines deviennent et 3 , et 6 , et 9 , et' % et' 5 , ou et 3 , et, et 4 , et*, et s , 
et enfin supposant» 4 pour», on trouvera et 4 , et 8 , et' *, et' 6 , 
a'°, ou «t 4 , et*, et* , et*, et s de sorte qu’on'.retrouvera toujours 
les mêmes racines , mais dans un ordre dilî’érent. 

En général, soit af l’une quelconque des m racines et, 
<t* , et 3 .... .et™ , p étant e^melwun nombre premier : pre-, 
Yiant cette racine et* aulieu de et , on aura celles-ci 0 * , et**, 

a. 3 * ei m * ; or, si après avoir ôté de chacun des expq^ans 

zp, 3 p,qp ™p le plus grand multiple de m qu’il 

contienne et désigné les restes en nombre m et chacun m 
par p,q,r, s etc., d’où résulteront les puissances et* , aJ> „ 

et" et™ , on peut prouver que les nombres p, q, r,s . . . ,m 

dont aucun n’est > m , sont tous diHérens entre eux, néces- 
sairement ils ne pourront être que la suite des nombre* 
1,2, 3, ..... ./u et conséquemment il sera démontré que 
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les racines tü> ,u.i a. m sont les mêmes que a., <t* , et 3 . • 

or, les nombres p, q, r m sont tous ditiérens entre 

eux ; car pour que deux de ces nombres <7 et s , par exemple , 
fussent les mêmes , il faudrait que la diflérence entre les 
nombres 4/7 et zp que nous supposons les avoir produits, 
fût exactement divisible par m, ce qui est impossible , lors- 
que m est un nombre premier ; donc les nombres p , q , r. . .m 

sont tous diHérens entre eux et les racines nf ,0.1 , e. M 

sont les mêmes que les racines a. , <t‘ , a 3 

La démonstration précédente conviendra encore dans le 
cas où m ne serait pas un nombre premier, pourvu que p 
et m soient des nombres premiers entre eux. 

L’équation 

i* — 1 — o 


manquant de tous les termes intermédiaires entre le premier 
et le dernier, les sommes des puissances . . .(771—1}”'* 

des racines seront nulles , d’après les formules démontrées 
( page 3 i 5 ). La somme des puissances m des racines sera 
donnée par la formule trouvée ( page citée ). 

s m -~ + BS m __ t • • • • . o 
laquelle se réduit à 

S m — > 771—0 d’où S n ~ m 

tes sommes des puissances des racines dont les exposans 
ne seront pas des multiples de 771 seront nulles , etcelles des 
puissances des racines dont les exposans seront diyisibles par 
77i deviendront égales à , ce qui résulte immédiatement de 
la formule T , donnée '( page citée.). 

Si dans l’équation 

x m — 1 = 0 

on fait 



ou aura la transformée 

y» __ I = Q 


m 


dont les racines sont 1 1 \ , ^ , etc. ou 1 , «”* , , efa 

conséquem ment 

1 + -H* 1 )-*™ 4- (*’)-*"> .-f- ( *”•-»)-** = m- 

* B b 2 
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et d’après ce qui a été observé plus haut 

_( km -p r ) 

1 + ( a ) + etC ‘ ~ ° 

c’est-à-dire , que les sommes des puissances négatives des 
racines de l’équation 

x m — i=o 


se comportent de la même manière que celles des puissances 
positives des mêmes racines. 

On prouveroit de la même manière que les racines de 
l’équation 


x m -j- x = o 


fouissent des propriétés 

S = — m: S ~o 

mk Jcrn-br 


La résolution de l’équation binôme 


ar«* + a m = o. 

Fournit le moyen de démontrer la propriété du cercle 
dont l'énoncé est renfermé dans le théorème suivant. 

Si dans un cercle décrit d’un rayon — a , on mène un 
diamètre quelconque , qu’à partir d’une des extrémités de 
ce diamètre , on divise la circonférence en 2 m parties 
égales , et que l’on désigne par o , i , 2,3... .m — r etc. ces 
divisions , en faisant répondre o à l’origine , si tf un point 
quelconque pris sur le diamètre ou sur son prolongement , 
et du même côté du centre que l'origine des arcs , on mène 
des droites d tous les points de division , le produit de toutes 
celles menées aux numéros impairs est égal à la somme des 
puissances m du rayon et de la distance du point fixé au 
centre ; celui de toutes les droites menées aux numéros pairs 
est égale à la différence des mêmes puissances. 


Pl. Du point M 1 , si on abaisse la perpendiculaire At’P , on 
„ K aura 

. *■ OM 1 = OP ’■+• PU' 


mais M P représente le sinus de l’arc MM' dans le cercle 
pour le rayon = <r, et CP en est le cosinus; on aura donc 
en prenant les sinus et cosinus tabulaires calcules pour un 
ray ou égal à l’unité 
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PHP zcz a sin . MM 1 
C P — a cos, MM' 
d'ailleurs représentant OC par æ, gn a 

O P — x — CP ■=. x — a cos. MM' 
et OM"=x‘ — 2a x cos. MM’ -\-a M cos.* MM' + a 1 sin.* MM} 

. -=z x* — 2 ax cos. MM'-\~ a* 

I,es valeurs de O M", O M'" etc. s'obtiendront en substituant 
dans celle qu’on a trouvée pour OM' les arcs MM", MM 111 etc. t 
à l'arc MM'. Si on ne prend que les arcs qui répondent aux 
numéros pairs et qu’on désigne toujours par v la dcmi-cir- 
conférencc, on aura 

M M"z= a -Z , MM lr — — , etc. 

d*oii * 

OM" — x 1 — ■ 2 ax cos. — + 

OM lr = x* — 2 ax cos. — 4 - «* 

m 1 

mais les lignes O M 1 ' , OM ,r etc. ont leurs correspondantes 
Om"\ Om lT etc. placées de l’autre côté du diamètre, qui leur * 
sont respectivement égales , en sorte qu'on pourra écrire 
OM" X Om" au lieu de OM" etc. : on remarquera en même 
temps que OM — x — a. Cela posé , on a vu ( page 379 ) 
que les facteurs de l’équation 

x m — a m ~ o 

m élant impair , sont 

(x — a),(x* — 2 ax cos. -f -a‘),(x* — 2 ax cos. ^ -f- a 1 ) etc. 

ce qui donne j ■ 

x m — x — à)(x* ■ — 2axcos. a ~ -f-a * )( j. * — 2 axeos.— 


eti 


•= O MX OM"X OM^XOM" etc.XOn^'X Om tr XOm rl etc. 

Dans le cas de m , nombre pair, parmi toutes les lignes 
menées du point O aux numéros pairs , se trouveront les 

* Bb 3 


> 

y 

i‘ 

S 

t 


t 


*l: 
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Notes 


lignes 

mités 

Les 

€gaux 


OM et O B qui correspondent aux deux exfré- 
du diamètre. 

ares qui aboutissent aux divisions impaires , étant 

à — = — — — etc. on trouvera 

±m m J an» m 


O M' xzx * — zax cos. — -f- a* 
m ' 


OM"’ = æ ; 1 — 2ax cos. — -I- a* 

m 1 


O M r =2 x 1 — 2 ax cos . — 4- a* 

m 1 

y 

Mais dans le cas de m nombre impair 

x m -\-a m —(r-\-a')(x * - 2 axcos. ~ -j-n 1 ) (x^- 2 .ax cos. -}-a , )etc. 

Substituant donc les valeurs, et observant que OB = x -f- a , 
on aura 

inj^am—OBy. OM' X OM"'X OM*e te. X Om'X Om"'X Om'etc 

Dans le cas de m , nombre pair, les extrémités M et B du 
diamètre porteront des numéros pairs , en sorte que la ligne 
OB nentrera plus en facteur. 

Doù résulte encore cette propriété dans Ife cas de m 
nombre pair , le produit de toutes les lignes menées du point 
O à toutes les divisions paires et impaires , en y compre- 
nant celles qui aboutissent aux deux extrémités du diamè- 
tre , sera 

(x m — i ) ( j m -(- I ) = x ,m — 1 = 0 
Les équations de la forme 

x %m — 2 p x m -f- q = o 

peuvent être traitées comme celles qui ne renferment que 
deux termes : en résolvant la précédente à la manière du 
second degré , on en tire 

x”=zp±t // ' p‘ — q. 

Tant que p * sera plus grand que q , les valeurs de x m seront 
réelles , et les représentant par «t et C ou aura les deux équa- 
tions ' * 

x m — a. — o 
x n — ,C = o 


.iügifeed by 
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dont on sait trouver les racines d’après ce qui précède. 

I.orsqu on aura p % q t les valeurs de x m seront imagi- 
naires , et on leur donnera la forme 


et faisant 


on aura 


■ Xm ZS2 p + f — ■ I tj——p 1 

p — a, q — p l — b 

x m = a + b [/ JLi 


et il ne s’agira plus que d'extraire une racine du degré m 
de l’expression 

a + b \/ — 1 

s • . 

Comme on ne peut supposer en général 

a + b j/ — 1 — cos. 9 + sin. ç j/ — i 
parce qu’on n’a pas , en général 

a* + è*=:r 

on fera 
d’où r 


a xzk cos. 9 , b = k sin. 


a 1 rs k 1 cos . 1 9, = k x sin. * 9 

et conséquemment 

a 1 -f b 1 = ** et k = | Àa 1 -f b 1 — V R 

. 4 î ; t 

_ 

K* 


donc 
cos. $ — 


o p 6 

— — — ; s«. ® = . 

V * 1 + b x V 9 7 T !/«’ + 4 * 


en sorte que 

a + i 1/ — ■ 1 = A ( cos. 9 + sm.cp ]/ — X ) 

mais comme les arcs 9, 9 -f- 2 t , ç -f- qr 9 «+*. 2n*"» n 

étant un nombre entier quelconque, ont même sinus et r 
meme cosinus , on aura 

x m = k J cos. ( 9 + «t ) + sin. (9+2 ut ) y ' — I J 

f 4 

m C S<p -f. 2 «5T\ , . ✓ 9 y > 

. *=* \ cos K—^) ±sin {—^-y- i i 

B b 4 


I 




1 

1 
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388 Notes 

Si" 8 én<?rale dc Ja rac ' ne cherchée : en faisant succès- 
sivement n — o, n — i , 7?=2etc. > on en tire 


co s. 


* 

*" = cos. ± si „. tt 2 ! x ? 

# ” * 

,™=a-^„.^ ± ^.!±LV_^ 

Le nombre de ces racines ne peut aller au-delà de m , car en 
taisant n m , nx=.m + i , on retrouve les racines corres- 
pondantes à n — o , n — i etc. Si l’on multiplie l’un par 
i autre les facteurs sunples. 1 

*-*■ \ “• (*£=)-** (^-) V- 1 1 

x _ a 

le produit x x — 2 k x cos. k m représentera tous 

les facteurs du second degré de la proposée. 

La résolution de l’équation 1 

r x xm — 2 p x m -J- q — o 

renferme la démonstration du théorème de Moivre , qui com- 
prend celui de Cotes comme cas particulier. En voici l’énoncé. 
j>j. Si on partage un arc AG en un nombre m de parties égales cha- 
A. curie à AM , et qu’àpartir du point M , on divise la circonférence 
Ffg. en autant départies égales que AM est contenu dé fais dans 
AG, et qu’en suite d'un point quelconque O pris sur le dia- 
mètre ou sur son prolongemeut , on mène les lignes OM , Oi , 
02 , etc., à tous les points de division, le produit des quar- 
tés de ces lignes sera égal à 

x ,m — 2 x m cas. <f rf- i 
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en nommant q> l’arc AG , x la ligne qui joint le point O et le 
centre du cercle , et supposant le rayon égal à l’unité. 
Soit 

m = 4 

ce qui donnera les quatre lignes 0.\f, Or , Ou , 03, on aura 
tô? = ôP*-f- MP= (x — CP)' + ~MP = 

a’ — 2x cos. - 4- cos . * ? 4- sin. 1 - =x y — zx cos. *4-1 
4 ' 4 T 4 4 T 

ot= { « £±ï)y (i±^> 

= x' ZX cos. ^ aT -^ -f- I 

01= ,*.■ 

' * » • l • 

= x‘ — zx cos. -f- 1 

«H— “• 

= X 1 — zx cos. ^ 'sL. 6 * ^ _|_ x 

mais la résolution de l’équation x® — zx* cos. <p 4- i — o 
donne 

X e ZX*C0S. Ç-f-I= ^ x 1 Zx COS. i -{-I ^ | x z -zx co,( ^ 3 y ) + i^ 

\ x- -2X cas. (1±^) + i \\ X* - axeox. (*+.?».)+ij 
en observant qu’alors Ar = r ; d’où on conclut 

OM X Oi X O z X Oo = x s — z x* cos. <f> -j- I 

Si <p — r , alors cos. <p= — i 
et l’équation 

x 8 — z x* cos. q>-f- i so - 
se change dans la suivante 

xS 2 x* -J- i o 
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et extrayant la racine quarrée ' . - 

-K 4 -j- i ~ o 

ce cfui fait voir que le théorème de Moivre contient celui 
de Cotes. 

De la résolution des équations littérales . 

Soit l’équation 

x 3 — acb*x 2 — a* b* ^ x -f. a*b+ = o . Y .. (i) 

\ -f- a 7 b s 

-f ~cd J — 2 a*b 3 c 

dont on demande les racines finies, si elles sont commensu- 
rables, et ensuite infinies, si elles sont incommensurables. 

D’abord on supposera a = <■" , et si on est tombé sur 
une racine de léquation , nécessairement après avoir or- 
donné le résultat par rapport aux puissances successives 
de la lettre a, les coetficicns de ces puissances seront égaux 
à zéro ; mais on conçoit que pour qu’une telle réduction ait 
lieu , il faut que la puissante m de a , soit telle qu’il 
n’y ait pas dans le résultat de la substitution, un terme 
unique de plus haut exposant de la lettre a , parce que ce 
terme ne pouvant se réduire avec aucun autre , sa destruc- 
tion seroit impossible. Soit d’abord , par rapport à la pro- 
posée, x — a'* , et on aura cette ligne des plus grands ex- 
posants de la lettre a 



cette supposition n'est pas admissible, parce que a ’ 8 est le 
sèul terme de son espèce. 

x = a 3 donne a * 5 , a" , a" , a * 
x =3 a* a ** , a* , a*° , u® 

hypothèses qui doivent être rejettées, parce que les termes 
a‘ s et n‘* ne se trouvent p»s répétés. Soit enfin x =z a 3 
d’où résulte pour la ligne des plus grands exposants 

a* , a 7 , a 9 , « 8 

supposition admissible , puisqu’elle fournit deux termes- . 
qui renferment la plus haute puissance de la lettre a , et 
qu’ainsi les termes de « 9 peuvent se détruire. Ces deux 
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doic + b a 3 est le premier terme 1 de deux des racines de le- 1 

J uation proposée. Soit xx=.a 2 , ce qui donne pour la ligne 
es plus hauts exposants de a 

a* , a* , a* , a 8 

et faisant , comme dans l’exemple précédent , xxxk a 2 , les 
deux termes de o* seront 

— — kb 2 a* b* a e — o d’où k =è a 

donc a 2 b 2 est le premier terme d’une troisième racine de 
l’équation proposée. Toute autre supposition seroit à rejeter , 
en sorte qu’on ne Irouveroit que trois racines , ce qui doit 
arriver , puisque la proposée n’est que du troisième degré. 
Nous verrons bientôt comment on trouveroit les termes suL> 
sèquens des trois séries qui expriment les trois racines, 
boit, en général , l’équation 

. / \ 9 w \ w 19 9 

" É m , " I * nlm n I » 

a 1 * Ir +ii \x -j -a Ix etc = o 

-J- etc. / -}- etc.J — f- etc. J -j-etc.J 

la ligne inférieure contenant les termes sous-ordonnés , par 
rapport à la lettre a : on demande quelle puissance de la 
lettre a il faut substituer à la place de l’inconnue x pour 
que deux termes aient la même plus haute puissance de la 
lettre a. Si l’on suppose 

xx=. a* 

la proposée deviendra 

t . r n n 

n~rmg n -t*m 0 n -4 -m e 

a -j-a -f-<* etc. =0 * 

-J- etc. +etc. 

Considérons deux exposans quelconques , par exemple , 
n + m e et «' + m'e ; suivant qu’on aura 
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n -f m e > ou = ou < ri -j- trie 

on aura aussi 


F). 
’ A. 


Fig. 

6 et 7 


e > ou = ou < 

•A 



Soient maintenant Am —m , Am 1 — m’ ,mn-=zn , m 1 ri = 
et menons une ligne A M qui fàsseravec l’axe des abscisses 
un angle dont la tangente trigonometrique = e : si cette 
ligne marchant parallèlement à elle-même , jusqu’à rencon- 
trer le point n , laisse le point ri en dessous , alors on aura 


e > 



ou n -f- me > ri 4- m'e 


Si cette parallèle à M N passant par n , laisse le point 
n' en dessus , on en conclura 

e < -, d'où n 4- me < ri -4- m'e 

Si la parallèle rencontre les points n et ri , en même- 
temps , la substitution x — a* donnera deux termes de plus 
grands exposans égaux. 

Généralisant le procédé , prenons pour abscisses les ex- 
posans de x , et pour ordonnées correspondantes , les 
plus hauts exposons de a dans chaque coetticient des puis- 
sances successives de x. Si on veut avoir deux termes qui 
renferment la même plus haute puissance de a , il faudra 
incliner la ligne passant par n, jusqu'à ce quelle rencontre 
r un autre point situé de telle manière quelle laisse tou9 les 
A " autres en de-ça , par rapport à l’axe des abscisses : alors la 
Fig. tangente de cette inclinaison, sera la puissance cherchée 
*• de la lettre a : on obtiendra donc le premier ternie d’une 
des racines , en égalant à zéro les deux termes corres- 

i iondans de l’équation , et tirant de là la valeur de x en a . 
Par exemple dans l’équation (i) , on auroit 


Am —m = 3 ,/77 n — n — o -, Arri x=.m’ = 2 , m' ri =zri = r , 


Am"—n;"z=. t , m ll ;,"zrri'—6 , Am , "-=z/ri"=o , m , "ri"—ri"—S 

\ 

les points n’ et ri 1 doivent Tester au-dessous de la ligne 
m n " , parce qucjdcs proportions.. 


77/77 , 11 : rn n,' 
mm " : mrri !l 


m"n" : y î 
„ „ v on déduit 
m"n" : z J 


y = 3 > m> 1,1 

z — (j m H, ri” 
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donc il faut égaler à zéro la somme des deux termes qui 
contiennent a avec les exposans /j =o et rc 1 ' = 6 , ce qui 
donne 

x 1 — - a* b* x = o d’où x ss + a 1 b 

comme on l’a trouvé plus haut; d’ailleurs on auroit la tan- 
gente trigonométrique. 

e = — - — - = ■ 6 - — 3 , donc a * = a* 

Pour obtenir une autre valeur de e , on inclinera la ligne 
passant par le point n" , jusqu’à ce qu’elle rencontre un autre 
point, en sorte que dans cette position, ellen’cn laisse aucun 
au-dessus d’elle , et s’il arrive qu’alors elle passe par trois 
points , on égalera à zéro la somme des termes correspon- 
dans, ce qui donnera les premiers termes d’autres racines , 
et ainsi de suite à l’égard de tous les points qui sc trou- 
veront sur Je périmètre de ce polygone. Dans l’équation 
proposée , comme le point a" 1 est le seul à la gauche de n" 
on égalera à zéro la somme des deux termes correspondant 
ou de ceux dans lesquelles la lettre a est affectée des expo- 
sants n" = 6 et n'" — 8 , et qui sont 

— a® b* x -J- a’ b* — O d’où x — a' é* 

ainsi qu’il résulte de la première méthode. On trouverait 
pour ce cas 

e = \ = 2 , d'où a” — a‘ 

substitution déjà connue. . * 

Il est aisé maintenant de se rendre raison de la règle 
suivante, donnée par Newton , dans son arithmétique uni- 
verselle. 

Pour résoudre une équation littérale , on mènera , à angle Th 
droit, deux lignes AX , A Y qu’on partagera en autant k 
de parties égaies , qu’il y a d’unités dans les plus hautes Pg-i 
puissances de .* et de y que nous prendrons ici pour a , 
puis après avoir coordonné tous les tenqes de l'equation 
proposée horizontalement , par rapport aux puissances de x , 
et veitiealement par rapport à celles de y , on placera tous 
les termes qui sont en tête des colonnes verticales , dans 
les cases de niême x et de même y , et au moyen d'une 
règle, on trouvera, sur le champ, tous les termes des équa- 


? 
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tions partielles , qui fournissent les premiers termes des 
racines.' Faisant une application de ce procédé à l’équa- 
tion (i) , dans laquelle on changera a en .y , on trouvera que 
les lignes qui passent par les cases v°.* J ely‘ x , y 6 x et x c y H , 
laissent tous les autres termes en-dessous , et on doit poser 

x > — b‘y 6 x=zo > , > x = + by* 

— b*y 6 x </*y a = o 1 ° ) x b'y x 

résultats obtenus précédemment. 

Reprenons la formule 

n r — m 

m. — • mf 

et posons l’équation 

• * 3 4 1 

r » ‘ T ï ' 



comparant le premier terme avec chacun des suivants , on 
formera la suite des valeurs de e, en divisant la différence 
entre l’exposant de a, dans le second terme comparé, et 
celui de la même lettre dans le premier terme , par la 
différe nce prise en sens contraire , entre les exposa us de 
x, ce qui donnera la suite des fractions qu’on voit au-dessus 
de la première ligne horizontale do la proposée ( on 
doit faire abstraction des autres termes qui ne sont que 
sous-ordonnés). Les plus grandes valeurs de e , correspon- 
dent donc aux termes — 8 a 1 x et , ce qui vent dire que 
les extrémités du premier côté du polygone répondront aux 
termes ax* et— 8 a 1 x, et que celles au second côté abou- 
tiront aux termes — 8 a 1 x et a 8 , en sorte qu'on doit poser 
les deux équations. 

ox s — 8a 7 je — , | x = o* Ÿ 8 

— 8a 7 x -f- a 8 — o j 1 « = “ 


4 __ 

et comme admet quatre valeurs , on aura de cette ma* 
nière les premiers termes dés cinq racines de la proposée. 
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Nous procéderons o. ui recherche île quelques termes des 
racines de l'équation 

i i 

"î i 

my 3 — x 3 y — m x 3 x=. o 

résolue par rapport à y. En ippliquant la règle donnée ci- 
'dessus, on trouve 

mv 3 —x 3 y = ol donc 
x 3 y -f- mx 3 -=x oj 

Pour avoir les seconds termes , on supposera 

• ■ » 

_y = -f-m x + a 

cette valeur substituée dans la proposée , donne , toutes ré- 
ductions faites 

j * » 

a * J 

i 2 

mz i ' x’ i'-f- — mx % — O (.^ 

d'où on déduit 


1 y — ± m 1 x 2 -f. etc. 
I y = — m + etc. 


i ! 

Wi* -j« 3 m x r -f- 2 .r 1 =: o (B) 

2 .x 1 z — mx 3 (B') 

(B) donne 

-il ± 


z — wj ’ar* et — 2 m * x * 


valeurs à rejetter , parce que l’une substituée pour s dans 
y , donnerait zéro , et l’autre rendrait le premier terni» 
de la seconde racine : on tire de (B 1 ) 


x 



second terme de la première racine.' 

I.a substitution dans la proposée de 

i X 

“ ï X 

Y = s — m x * 

donnèrent pour transformée en z * 

3 3 3 

» » I 

1 J 

— 3m 1 x 1 ** »-f- 2 x*z — mx 1 r=z. o (£) 

* 


# 
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et d’après la règle 


£ i 

mz % — 3m’ x’æ -f- 2 .r 3 —o (D) 

zx , s — mx i — o (Z)') 

d’où résultent 

.£ î * J 


^ = + ’x 1 * ï = 4 "i m *x* 

Valeurs à rejetter de la seconde racine : on auroit ensuite 


z — 4- — 

• » 3 

On connoît donc déjà les deux seconds termes des deux 
premières racines. Faisant ensuite dans l’équation donnée 
y = — m-f-« 

et elle deviendra 

o i o 

mz } — 3m* s* — x 3 ),z — m* ~ o (Z?) 

-f-3m s j 

et appliquant la règle , on trouve 

-» r .1 | 

\z — + nr “ x* valeurs à rejetter 

I z ■. 


- x ~ = 0 }d’où< 
je 3 z -j- m + — o l i 


m* 

F3 


Nous avons donc déjà trouvé 
_£ 1 

y—m 1 x* -j- ” -j- etc. 

•m ~' i x ’ + ^ -f* etc; 


>=— m — -, 4 . etc; 

Nous procéderons maintenant à la recherche des troisièmes 
termes et , à cet dièt , nous ferons dans (A) 


ce qui donnera 


m | 

z — - +« 


i 


mu 2 + 3m a te *1 u % -\- 2 .x z ^ 3 / w- ^-4 


4- - m* 
1 1 a 


-f-3m 1 

+ ?™ S 


m* 


= O 


donc , 
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donc , d'après la règle , on aura les deux équations 

2 i 

mn*+3m x u nx* = 0 

i i _ T -1 

2 , T » M i m * a; =0 d'où u = — ~ m‘ x- 


5 /?i*X* = 0 


la première équation devant être rejettée parc^fequ’clle est 
la même que (B). Pour trouver le troisième terme de la 
seconde racine, faisons la meme substitution pour z dans 
l’équation (C) qui donnera 

\ * 2 

i f\ 

mu 5 — 3m' x’ j «* -J-2Æ 3 

+ >* ) — 3 m* x~ * } + ï 

+ > 3 

de laquelle on tire les deux suivantes 

1 1 

mu" — 3 m'x'u -J- 2 or 3 — o 

i_ 2 

2 .x 3 u — \m*x % — o 

l,a première répète l’cquation ( D ) et la seconde donne 


Passons enfin à la recherche du troisième terme de la troi- 
sième racine et pour le trouver, faisons dans ( E ) 


m* 
X » 


on parviendra aux deux équations 


1 

a a 


m u- — x* = of \u z=i m x valeur déjà trouvé® 
> d’où S ■ 3 m* 


te 3 u -|- 3 m 7 x* xz ol 


en sorte qu’on aura 
Tome II. 


Ce 
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Notes 




y — 

« • z 

y- 


1 3 


x3 


+ = + 

etc; 


-f- etc. 


1 + etc. 


En continuant de cette manière, on trouvera, sans peine, 
autant qu’on voudra de termes snivans. On remarquera 

S ue les équations qui fournissent les valeurs de z, a , etc. 

oivent toujours être du premier degré ; car , autrement, 
elles donneroieut plus de racines qu§ n’en comporte la 
proposée. 

Développemens en séries des quantités exponen- 
tielle , logarithmique et ti igonomé trique s. 


Soit l’exponentielle o* à développer en une série procédant 
suivant les puissances de x ; je décompose a* ainsi qu’il suit 

a* = \ i-J- (e— i) J* 

d’où 

$* + (« — lÿ" = ! + *(* — O (<*— I)* 

+ ?.(*-»)(*-»> (*_, ; + etc. 
et ordonnant par rapport h x 

«* = i + i ) — — rl . V -p. çtc.j 

+ \ (+* 3 { (+etc (S) 

d’où l’on voit que l’exponentielle a* peut très-légitimement 
être supposée égale à une série procédant suivant les puis- 
sances de x. 

Soit donc 

n* = x -J- Ax -j- Bx * -J- Cx i -j- Dx* -f- Ex 1 -f- etc. 

Pour évaluer les indéterminées B, C, D, etc. , on partira de 
cette propriété dont jouit l’exponentielle cf de donner des 
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résultats identiques soit qu’on l’élève au carré , ou qu’on fasse 
x—ix: dans le premier cas on a 

o* x = i+ 2 vâ.r-j -4 Bx‘ 4 - 8 Cx* 1 6 Dx*-\-3z E x s etc. 

et dans le second 

u* x =i-f 2 ^fx-f - 2 B 1 x*-j -2C 1 x ’+2 D ") X*-\- 2 E ^x* 

4 •4 , \+2AB'> +2 AC\ + 2 AD\ -f. etc. 

j ) 4-B*) 4-2*0 

Egalant les coefficiens des mêmes puissances de x dans les 

deux membres de l'identité précédente , on trouvera 

, » 

b — \a* 




E — 


donc 

a 1 =i-f- Ax 4 


2.U.* 

■ 

a. 3 . 4 . S 

etc. 


A 4 


A » 


A ' x ' j ji * x * , ^1,1 , 

T- + -U + m + Ô7T3 + etc <0 


vi étant le coefficient de x , on a d'après la série (5) 
-*=(«-. > — ^ + ^-’- ^ + «O ■ • .(O) 
et faisant x = 1 dans (C) , il vient 

fl= i4'^+f J + iIj + râ 4 + TXsb' 4- etc (O 

Les séries (Z)) et ( E ) démontrent qu’il existe entre a et la 
nombre A une telle relation que l’une de ces quantités étant 
donnée , on peut toujours trouver l’autre. 

Soit e la valeur numérique de a lorsque Axz 1 , on aura 


e= 1 4- 1 4- — 4. — 4 — f- 

* ».a T ,.2.3 1.2.3.4 l.2.3. 4 .5 ~ 

et* 


etc. 


„ 1 » cr- , 

— 1 4- * + T + £3 + 544 + 


x* 


a.3.4.5 


4 - etc. . 

C c 2 


(O 

(G) 


’4oo N O T * S 

Ce nombre e n’est autre chose que le nombre 2?-f- i trouv® 
page 229. En évaluant la série (F) , on Ircu.e 

e= 2, 71828 18284 59040 23536 028, etc. 

Si dans la série (G) on fait x—A, on obtiendra la suivante 

= x + A -j- 4 + £î + ^ + TI73 + etc * •••(«). 

laquelle n’est autre chose que la série ( E ). 

On a donc entre la base quelconque a, la base particulière 
t et le nombre A cette relation 

* 

e-A — a , d’où àf' — e 


Si on prend de part et d’autre les logarithmes pour la base 
ou aura 

i = hg.e , d’où A — - 1 — 

A lo g . a 

Si ces logarithmes sont pris dans le système dont la base est 
e, employant un autre caractéristique l pour les représenter , 
ou aura 

-j / a = 1 , d’où A — la 


parce que le logarithme de la base est toujours l’unité : on se 
rappellera doue que / a est le logarithme de la base a , rap- 
porté au système des logarithmes de Neper , qu’011 nomme 
communément logarithmes naturels ou hyperboliques. Lors- 
que a devient e , 011 a < 

A — 1 


Faisons successivement a—i-\-b , a=i — b , et mettons pour 
A sa valeur dans 

A — l.a 


on aura 




J(t +*)=*-- + T -J +etc. 

; f, M— 7 

1 ( 1 ~ b ) h g — -5- ç — etc. 

et retranchant le second développement du premier, il yijnl 




b* , b* 

J- + T 
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Pour rendre cette série convergente , on fera 

î±* =1+ “ d’où b — -ï- 

l—b ~ n *n+u 

et conséquemment 

i ( I ‘ + D =2 lï^ + 3(rrVï) + î(=+0 + e{c -\ 

mais réduisant 1 -J- - au dénominateur n , on trouve 
donc faisant u = 1 , il viendra 

l{n + 1) = ln+ a iCir) t CtC ‘ \ 

série d’autant plus convergente que le nombre n sera plus 
grand; les logarithmes qu’on en déduira seront rappot tes a la 
base e. Si dans la scrie précédente on fait n—4 , puis n-— Ji 
on aura 

'• 5 ='-4+ 1 H + 4-> + î5? + " C 1 

'•* = + 55? + ÜÏT' + elc > 

et on trouvera 

/ . 10 = 2, 3o258 50929 94045 68402 ete. 
et — — o, 43429 '44819 c 325 i 82765 etc. 

/.IO 

Tl nous reste à ramener les logarithmes hyperboliques, c’est- 
à-dire , ceux du système dont la base est e, aux logarithmes 
tabulaires qui repondent à la base a — . 10. Soient , a cet etlct , 
les deux équations 

aP — n, et —n d’où aP —d 

ptBfoant les logarithmes hyperboliques de part et d autre , 


pl.azazq d’où p *= 


c’est-à-dire 


, l-n 

l ° S .n = j- a 


parce que p est le logarithme du nombre n pour la base a , 
tandis que q est le logarithme du même nombre pour la 
base e , où est le logarithme hyperbolique de ce nombre. 

C c 3 
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De la relation 




il résulte que, pour ramener le logarithme d'un nombre de la 
base e à la base a , il, faut diviser le logarithme du nombre pour 
la base e par le logarithme hyperbolique de la nouvelle base a , 

ou le multiplier par — . Dans le cas de a = io, le facteur 
est celui que nous avons trouvé plus haut;, Si donc on 
introduit le module dans les séries trouvées précédem- 
ment , on aura pour la base a 

log.(n^-i )^=log.n-\- — 1 — (- - — ! .4-- — ! 1 _ c t c ? 

6 1 - J a J a „ +l T 3( yi -r 5 C a „ +1 }î 1- eic. j 

Le développement 

>.(. + 6) = *_Ç + Ç_Ç + „ c . 

en y introduisant le module 


et supposant 


devient 


» » 

la ji 

I -f- b — y d’où b ~y 


i 


log.y = )— » (y- 1 r-t-Kr-*)’ 

Mais cette formule n’est convergente que lorsque le nom- 
bre y dont elle donne le logarithme est peu différent de 
1 unité: aussi n’est-elle d’aucune utilité pour le calcul des 
logarithmes ordinaires. Le moyen suivant est propre à la 
rendre convergente pour tous les nombres. 

L’équation fondamentale 

y — o* x. 

peut se changer dans celle-ci 

y m — a m * d’où m x ■=. log. y m 

m étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire : on 
aura donc en général 

io S .y = + 

mÂ " ' 


Digilized by Googl 





ï 


> 


s'A l G £ ARE*. 


4o5 



où l’on pourra prendre pour //i une Iraction JL telle que 

I /y soit toujours un nombre aussi peu diflcrcnl de l’unité 
qu’on voudra. Supposons donc, ce qui est toujours possible, 
que la racine /-de y ne contienne que l’unité avant la virgule, 
et qu’après la virgule , il se trouve s zéros , alors si on s’arrête 
à 2.s di ciinalcs, le terme (y m — I )* et , à plus torle raison, 
les teru es suivons ne donneront rien, de sorte qu'on aura 
dans ce cas 


y m —i Vy— I 

***= tt = r ~zr- 




et sous les mêmes conditions 


r 

A — r ( a — i) , donc log.y — 


Vy — r 


. •* <V\ 

Celte méthode très-simple, donnée par Lagrange dans le livre 
des Jonctions analytiques , est celte qui fait trouver de la ma- 
nière la plus abrégée le logarithme d’un nombre quelconque 
que l’on cherche isolément. Mais dans le travail de la cous- 
truction-des tables, où un logarithme déjà trouvé peut servie 
à trouver les logarithmes suivans, la première éjuation 
transformée par des substitutions donne des séries plus taules 
à calculer 

Soit d’abord 

y- 1 -^ 

mettant cette valeur dans le développement àclog.y , on aura 

** -S? = A} («r)-tGà ï ) , + <râ) - ~ 

Soit ensuite 

y i = — j,i — 5^ 

on aura 

* "‘Tâ? = 

et soustrayant la seconde équation delà p- entière 


I 


« 4 o 4 • Notes 

= /4(^)+î(râ)+i(râ)‘+ <*•} 

Mais on trouve que 


n>— 3/i^.S (n — Q* ( B- t-2 ) 

n 5 — 3/i a (n-f.i)*(n — a) 


donc 


lo s- = 2 l °S- (» — i ) + J ° 8 ' ( » + * ) 


— 2 /o^. ( « -f- i ) — lo g. ( n — a ) 
mettant cette valeur dans l’équation , on aura 


log.( n- f- 2 )—Jog.{ n — 2 ) -f~ a log.( n -J- 1 ) — 2 log. (»-o 


+ '« {(raO+K»^ + K s= 30’ +etc } 


Pour calculer les logarithmes au moyen de cette formule , on 
donnera successivement à n les trois valeurs 3 , 4 et 7 ; on 
aura donc trois équations qui contiendront log. 2 , /oj. 3 et 
fo£'. 5 , et les combinant on trouvera 


log. 2 _ [f> (j + 3, g * + S^r + etc.) 

'^(i + i+si +^ c )- 3 (À+ 3 -rb + si + etc )] 

l°g. 3 = £ [8 ( + 3^r + ~ +etc.) 

•K i + si + si +ctc )- 4 (,?ï+ 3 -i 7 + sTii tc )] 
l °s - 5 — £[ 12 0 + 3ÿ> + i + etc ) 

+ 8 ( a Vhi + si 4-etc.)-fi(^ + 5 -^î+ ^ +e te)] 


ensuite cherchant les logarithmes des autres nombres pre- 
miers, on aura 




u’AtOEBR*- 

log. 7 = log. 3 4- a l'g 6 — 2 foj. 4 

+ ^(ï5 + 33? + 535* + C,C ) 

/o-. 1 1 = log. 7 -+- 2 hg. 10 — 2 fo*. 8 

. + r.Câir + THX + ïi'jr. +" c ) 

log. i3 = log. 9 + 2 log. 12 — 2 %. 10 

. -i/JL + — ! — — i- + etc.) 

-T A a ^ 6tg "T 5-649 , 5.649* / 

17 = lOg. l3 4- 2 10g. l6 — 2 /Off- 14 

+ /^(^5 + 3TÏ66?" 5T66i' + CtC ‘) 

D’où l’on voit que chaque logarithme est donné par une 
serTc très-convergente et par trois autres logarithmes connus: 
en ettet , au moyen des logarithmes de 2,3 et S , on tiouvc , 
par de simples additions , ceux des autres ambres jusqu à 7, 
ceux des nombres entre 7 et n , entre 11 et 1 3 : on aura, 
donc ainsi les logarithmes des nombres premiers et par con- 
séquent ceux de tous les autres nombres. 

Si dans la formule 

log. (ï 4 -*)=^~ T + T“"T + etc, 5 

on fait successivement 

z — — et s — — v . 

— » * 

on trouvera . ... ....... 

log.Jn 4- 1 ) = log- » 4- ~ | g ~ ST* + âî* ” 4?- + etC ‘ S 

log. (n — r) — log. n — + ai? + 3i? + 4 ? + etC ' \ 

( ' b ' .. ' 1 

Supposons successivement n— 10, — 100,— 1000, *=1000 etc. , 
nous aurons les logarithmes des nombres 9 , i f , 99 , 

090, 1001 , 9999, 10001 ex. , et on n’aura que la peine e 
les écrire, car tous les chiüres significatifs sont les meme 
dans tous <jes logarithmes, seulement ils y sont suivis c 
pins ou moins de zéros. •. ' ' L 

De ces premiers logarithmes , on déduira sans peine ce 
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de leurs multiples et de leurs rapports mutuels : on aura par 
exemple , r 

*>&• 3 = i H- 9 — 3 — + JL + * 4 . _J i_ etc \ 

Nous terminerons ce qui concerne cette théorie par l’expo* 
sition d’une formule remarquable , en ce quelle donne par 
son premier terme , les logarithmes des nombres au-dessus 
de 1000 avec dix décimales exactes , lorsqu’on a d'ailleurs 
ceux des nombres précédens avec la même approximation. 
Pour cela nous reprendrons la série 

**(SMÈ* + T+ r+'f+H 

si on fait 

*+* , B— I 

3» 71 d ou x— — — 

1—* n-t-i 

on obtiendra la suivante 

et posant n = ■£• , ce qui donne 

»-*=î=i«t»+i=2±2 

? • <i 

on aura 
Supposons 

* = ?♦ — a5 x* = x* ( a;* (x + 5) (* — 5) 

4 = X* — 25 X' -f* 144 — ( j;* _ 9 j ( X* — 16 ) 

• . . =(x + 3)(x-3) (x + 4 ) (x-4) 

là substitution donnera # 

â log. x + log. ( x -f- 5 ) -f- log. ( x — 5 ) — log. ( x + 3 ) 
— log. ( x — 3 ) — log. ( r 4 ) — log. ( x — 4 ) 

25*’+. 44 + CtC ’l . 

d’oû on déduira . 
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log. ( j?-f* 5) = log. (x-f- 3)4“ ?°g- ( x — 

+ ^.(x-4)- log. ( x — 5 ) — 2 log. x 

~ /.• ï [x*— a5x’+ 7 2 îGïHâSat’+ÿl) etC l 

Pour se faire une idée de l’approximation de cette for- 
mule, on lèra x — 1000; substituant cette valeur dans le 
, premier terme.de la série précédente , il sera, à très-peu 
près, = o, 00000 0000072 etc. et multipliant par le double du 

module , ou par —■ , on aura environ o, 00000 00000 62 etc. : 
si on évalue le second terme , on trouvera après avoir fait 
la multiplication par ~ 

0,00080 00000 00000 00000 00000 00000 11 etc. 

Donc le premier terme de la série n’ajoute pas une unité 
décimale du dixième ordre , et au moyen de tables qui 
donneroient les logarithmes des 1004 premiers nombres ayeo 
trente décimales , il suffirait du premier terme de cette sene 
pour obtenir ceux des nombres suivans avec la même appro- 
ximation. La formule précédente est due au citoyen Haros , 
l’un des géomètres de la section des calculateurs du bureau 
du Cadastre , où il a donné des preuves soutenues de science 
et de talent (*) 

Nous passerons à la recherche des développemens de 
sinus et cosinus d’un arc en des séries qui procèdent sui- 
vant les puissances de l'arc. Nous observerons d abord a 
l’égard de sin. x , i° que tous les termes du développement 
doivent contenir l’arc x en facteur, parce que lorsque lare 
devient nul, le sinus est nul aussi: 2 0 que dans aucun de 
ces termes, l’arc ne doit être affecté d’un exposant fraction- 
naire positif, ou d’un exposant négatif entier ou fraction- 
naire , parce que la série étant , par exemple , de cette 
forme 

m 

sin. x x -j- B x* -f -. Gx X V 1 ■+■ etc. 
à un arc particulier , donné en parties du rayon , corres- 


( *) Voya* la rapport fait k l’Imtllot national , par le» citoyen» Le- 
gendre et Prony , sur on ouvrage du citoyen Haros , qui a pour titra : 
Instruction abrégée sur les nouvelles mesures qui doivent être introduites 
dans toute la République , au i". vendémiaire an X , avec tles tables de 
rapport et de réduction 
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K ondroient n valeurs du sinus , ce qui n'a pas lieu. Dan*, 
hypothèse 

sin. x — Ax 4 /?.** + -j- Gx“ m -f- etc. 

pour x-=zo , on auroit sin. o = - = oo , ce qui est absurde : 

on ne peut non plus supposer deux termes tels que Gs~ M 
et Ux~ r parce que la conclusion seroit la même. Sion observe 
aus<i que pour x=.o , le cosirus ne devient pas nul, on 
déduira de ce qui précède cette lorme générale des dévelop- * 
pemeus de sin. x et cos. x 

sin. x = Ax -f- B. A -f- C x 1 -f- etc. ■ 
cos.x=z xJ -J- (7 .r 1 -}- etc. 
ou A , B , C etc. A' , B 1 , C , etc. sont des co4ficiens indépen- 
dans de x , et in iélerm’nés qu’il s’agit d’évaluer 
[Mais s? on observe encore que lorsque je devient — x, sin x 
devient — sin. x , ou aura 

sin. x-— Ax -|- Bx x -f- Cx % -f- Dr* 4 - etc. 

— sin. x —-.lx-\~ Bx 2 — Cx 3 -f- Dx * — etc. ■ t 
'et ajoutant ces deux identités , puis divisant par % 

o=Sjc 1 -1- Z3.r 4 4 . + etc. ‘ 

d'où l’on conclut que les termes des puissances paires de x 
ne doivent pas rester dans la série du sinus. On a pour 
-J- * et pour — x 

cos, x -=zA'-\- B'x + C'x 3 4“ D'x 3 4- etc. 

cos. xxz.i 1 — B’x 4- Cx‘ — D'x 3 4 - etc. 

et retranchant le second développement du premier , il vient , 

. après avoir divisé par 2 , . . 

o = B'x 4 - D'x 3 4“ etc. 

c’est-à-dire que les puissances in paires de x 11 e doivent pas 
faire partie du développement de cos. x . On doit donc poser 

sin.x xz A x C x 3 -\- E x* 4 - etc (0 

cos. x =z xi' -f- Cx* -f • L'x* 4 - etc. 

Pour évaluer les coefîeiens indéterminés A,C, Ee\c. , 
nous- ferons usage de la propriété suiv. «’ , qu’ou démontre 
en trigonométrie ^ 

sin, 3 x-xz 3' fin. x — 4 si", 3 x 


Digitized by Google 



D * A X. G E U n K.' 4°9 

Si dans l’identité (i) nous écrivons 3x pour x , puiscjue nous 
prenions trois fois le développement de ain. x et que nous 
eu retranchions quatre lois le cube du sinus, nous aurons 

3 Ax 4 - 3 3 Cx 3 + 3 s Ex* + 3 7 Gx 7 -{- etc. 

= 3^.* + 3C -J x 3 -f- 3 E ï r ! +3G]i' 4- 
— 4^' l —3 .^A'C l — 3.4^C* j- 
( | ) -3.4 A'E) 

et comparant les coefficicns des mêmes puissances de x 
on trouve 

A— A 

3 3 C— 3C — 4 . A 3 


3» E=.3E — 3-4 A' C 
3 7 .G=3ff — 3.4 AC * —3.4 .A 1 E 
j etc. 

I d'où 

A = A 


(3 3 — 3) C = — 4 A 3 


et enfin 


(3‘— 3)7? = — 3.4 A'C 
(3 7 — 3)G =— 3A.A(C* +AE) 
qte. 


A = A,C = — — 


,G=- 




a.5.4.5.6.7 


etc. 


La première équation fait voir que le coefficient A reste in- 
déterminé ; pour l’cvaluer , nous observerons que n expri- 
mant le nombre de fois que la longueur de l’arc x est con- 
tenue dans la demi-circonférence , le sinus restera toujours 
le même et de même signe pour les arcs 


• ï i(n-i)f,( 2n + i)x,(3n— i)*,(fi + i) x , etc. 
on pourra donc prendre 


Ar=\, A^n—i , A=[zn+l) A—mn+l, A^xfm—\)n—s_ 

m étant un nom' entier pair: ia détermination la plus 
simple est, sans <.ute , A — t , d’où résulte ce dévelop- 
pement .«« 


» 
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Notes 


T' . *’ *’t , 

— TXâ + TJXÏî “ iXsïâZ; +etc ' 

Nous avons trouvé pour la forme générale du dévelop- 
pement de cos. x 

cos. xxzA'+Ox 1 +E'x 4 + G'x* + etc. 
pour déterminer les coefEciens a J , C 1 , etc . , nous partirons 


S our detc 
e la formule connue 

cos. 2.x — ï — 2 sitit* x 

et mettant pour cos. 2 x et sin.'x leurs valeurs en séries , 
il vient 

A' + 2* C' x % -f 2 4 E’x 4 -f 2« G'x « -j- etc. = 

-I 7^ **+7^5- + 

4 - ! ( 

• i.i.a.a. 3.3 J 

égalant les coefîiciens des mêmes puissances de x , oa 
obtient 

A' — 1,0 — — , E' = —V ’ G' = ■ - r -, , etc. 

X .» ’ 1. 2.5.4 1.2.34.5.6’ 

et conséquemment 

X 3 , T* ** 

cos. x se I — — 4 - — 5 — — — •!_ etc 

1.2 T >. 2 . 3.4 1 . 2 . 3 . 4.5.6 “ 

Cette méthode offre le double avantage de la facilité de 
l’exposition, et de la brièveté du calcul : cependant noua 
croyons devoir faire connoître le procédé de développement 
le plus généralement employé et que nous extrayons, à très- 
peu près , de la trigonométrie de Legendre , page 3 ÿ 5 » 

Si on développe ( cos. A -f- s in. A j/ — x )" au moyen 
de la formule de Nerrton , on aura 

cos.mA -\-sin.mA j/ — i=cos. m A -(- m cos. m —> Asin.Ay — 1 


cos mr *.Asin‘ .A— 


cos m ~*.Asin 3 .A ]/- 1 


+ Tn,fn 1 * xn — 2,itï“- 3 m— . , . , 

cos *.A sin 4 .A 4 - etc. 

1. 2.3.4 

Faisant passer tous les termes dans le premier membre , et 
représentant par P la totalité des termes réels et par QY — l 
la somme des termes imaginaires , on aura 
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jj .p. ç j/ — i = o d-’où /* = o et Ç = ct 
et conséquemment 


{A). 


. cos. m A— coi m . A 

m.m — T. /r» — 2.m— 3 


cos m -'A sin'. A 


COi 


m —*.As:n\A — etc. 


“1“ i . 3 . 5.4 

(J}) sin. mA — ni cos m ~' ■ A sin. A 

_ m.m-l.m-* ^m—s^ A ^ , A + etc , 

3.3 

Ces formules donnent le- sinus et le cosinus d’un multiple 
quelconque d’un arc en fonction du sinus et du^cosmus de laro 
simple , et nous nous proposons d’examiner s il ne seroit pas 
possible d’exprimer le sinus de lare multiple seu.emcnt en. 
sinus de l’arc simple. A cet ettet , il laudroit dans 1 expi p'-sion 

Acsin.mA substituer aulieu de cos. A sa valeur Ÿ 1 sin. A y 
mais nous remarquerons que m< étant impair, toutes les- , 

S uissances du cosinus dans sin. m A sont paires, qu ainsi 
ans la substitution , le radical disparoitra. Un peut donc, 
dans ce cas, exprimer'rm. en A en fonction du sinus de lare 
simple. Mais lorsque ni est pair, toutes les puissances- du 
cosinus sont impaires, le radical ne disparaît plus, et il devient 
impossible d’exprimer sin. mA au moyen de lare simple 
seulement. O11 démontrera de la même manière au il est 
toujours possible d’exprimer cos. ni A au moyen du seul 
cosinus de l’arc simple. L’exposant métantun nombre entier, 
les séries ci-dessus sont nécessairement limitées ; de plus le 
développement du binôme devant contenir m -f- x termes, 
si m est impai#, chacune des formules. (A) et (B) en con- 
tiendra un nombre , et si m est pair , la série (A) ren- 
fermera -+i termes et la série (S) ne sera composée que de 
** termes. 

3 Nous pouvons écrire les développemens de sut. m A , 
et cos. mA comme il suit 

_ _ C. m.m — 1 lia- A 

cos. m A— cos". Al 1 — 

. m. m — I .m — 3.m — 3 tin.* A > 

+ 7TTI etc ~ \ 


sin. m A~ cos. n A 


m 


coi.* A 
*A 

1 . 2.3-4 COI A A 

lin. A m.m — l.m — 2 tin.' A 

ci.A 


«.3.3 coi. 1 A. 


-|-etc. 
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lui observant que ' 

cos, A 

nieront dans les suivantes 


Notes 

= tang. A , ces séries se transfor- 


cos. mA — cos m .A^i — — ’ ' m ■■ ' • tang.* A 


m.m . — 1 .m— 2.— 5 


.2.3.4 


tang A A — etc.J- 


s in. m A 


~cos. m A ^ 


m tang. A ■ 


m.m — I m— a 


tang . 3 A -f- etc. ^ 


Faisons maintenant m A = x , et nous observerons que si 
m n'est déterminé que par cette condition , on pourra faire 
varier A d’une infinité de manières , sans cependant que 
x varie , en sorte qu’on aura 

A x.x—A tang.' A 

C)...COSX=ZCOS m .Aj I — ; . ... » » 

, x.x-A.x— -ij-x— SA tang.* A . > 

t • "• i.a.3.4 A*. > 

(•) 


.sin.x-xzcos m .A$- 

f A 


■A.x-iAtang.'A , 

nT3 5 r° lc \ 


Mais de ce que A variant , le produite ne change pas , il 
s’en suit que tin . x et cos. x doivent rester les mêmes, 
quelques valeurs que l'on donne à A : donc les dévcloppe- 
jnens de tin. x et cos. x ne doivent renfermer que les termes 
indépendans de A : pour les obtenir , il frfut chercher quelle 
doit être la forme des développemens de cos. m A et de tang. A 
suivant les puissances de A. D’abord on démontreroit, comme 
nous l’avons fait dans la première méthode à l’égard des 
séries de tin. x et cos. x, que le développement de tang. A 
doit procéder suivant des puissances entières et positives de 
l’arc, et aussi que l’arc doit entrer dans tous les ternies , 
puisqu'on faisant A — o, ou doit trouver tang. A —0. ISous 
supposerons donc 


d'où résulte 


tang. A ~ PA -J- Ç A* -f- R A i etc. 


tang-A 
A 


~iP-! r QA-\-RA' + etc.. 


cela posé , on a C) 


ri. 

A. 

r;?. 


t* | x*. AT est > AM , parce que le triangle ATC : secteur 
j CM: : AT X { AC : JM X AC : : AT : AM. i\ MAN est > AfN ; 
donc AM est > MP. •> 


I> 


’ A Z. O B B n B. * 


4 1 3 


long. A > A d’où t 


tang.A t 

. OU 2 < — _ 

«n.A A ^ cos. A 


on a en même temps 
A > sin. A , donc 

A sin.A 

3De ià on voit que le rapport — — est toujours compris 

entre les limites i et ~ A : soit A = o, on aura cos. A = i j 
donc dans la limite 

conséquemment 


donc P i et 

=i +ÇA + RA* -f etc. 

On a fait voir que le développement de cos. M A devoit pro- 
céder suivant toutes les puissances entières et positives de 
•“$ de plus le premier terme ne doit pas contenir l’arc 
ann que pour A— o , on ait cos. m A=i , donc 

cos m .A = i -f- Q'A -f R’ A * + etc. ' 

Voyons donc ce que deviennent les séries (C) et (D): d'abord 
les premiers termes des rapports } tan e-> A 

ut a 4 à 

seront toujours l’unité , et les termes subséquens 

ne doivent pas être considérés , parce flu’ils introduiroient 
l'arc A qui ne doit pas rester dans les aévcloppcmcns : par 
la même raison , on ne peut employer que le premier 
terme du développement du facteur cos. m A : on aura donc 

(£) ce*.* = i - ^ 


Cnng. m A 
A" 


(*)• 


I .2 

.sin. a: .fl 


1 ■ a . 5 .4 
■ T ■ * — A.x — -2 A 


1 1.2.3 

« x.x— A.x— xA .x-’SA.À^- 

! . a . 5 . 4 . 5 “ e * c - 

Or il est évident que si on cffectuoit les opérations indi- 
quccs dans ces développemens , les termes indépendans de 
Tome II. * _p j 
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Croient ceux qui résulteroient du produit des premiers 
termes* des facteurs binômes; donc enfin on parvient à 


{G), 


.COS.x = I — — + 

+ 


i. 2. 3.4. £.6. 7. 8 


.4 i.a. 3.4. 5-6 
— etc. 


(*>• 


- + etc. 


.sin. * = v “ ZÏ 3 "** 1.2.3.4 5 1.2.3.4.5.6.7 

séries qui sont les mêmes que celles que nous avons pré- 
cédemment obtenues. On remarquera que dans cette mé- 
thode la loi des coeffictens numériques est plus maintes e 
en ce quelle dérive immédiatement de celle des coet ^icns 
de la puissance m d’un binôme , tandis que ans 
analyse elle résultoit de la puissance mdun f ® 

Ces mêmes valeurs sin. x et cos. x données pa 
mules {G) et (K) peuvent s énoncer dune ma mère plu s s 
cinte au moyen des exponentielles : en effet , si P - 

mière des trois séries 


I «**.** 

^=1+*+-+^ 

COS.X— I 
sin.x— + x 


i.a.3.4 “ r 1.2.3.4.5 


4- etc. 


1. a 


1 » — 

+ iu. 3.4 


+ 


— etc. 


■ etc. 


i.a.à i.a.3.4.5 

nn écrit xV — 1 à la place de x, et qu’on multiplie les deux 
membres de la troisième par l/-i , on trouvera par la 
seule inspection . • 

.(£) 

‘ / 

L’addition de ces formules donne 


— cos. x 4 " sin. x V' 1 • 
et prenant ]/—i avec le signe moins 

e — cos. x — sin. x y/ I • • ■ 


co s . x — 


v- 1 , -*/— 1 

e -f“* ■ 


.(N) 


si on soustrait la seconde de la première , on obtient 

«V— 1 1 


sin. x = 


«V— 1 

« — e 

V- 1 


...{P) 
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Il résulte de la division de ces deux dernières formules 

Î W— i — 

m 

Les formules (L) et (Af) donnent 

x |/ — i = /. ( cos. x -f- sin. x \/ — i ) 

■ — x j/ — i =/. ( coi. * — fin. je ]/ — I ) 
l indiquant ici un logarithme hyperbolique : d’où on déduit 

•V- I — l.COS. X + /{l + V— l.tang.x | (/t) 

— x j/ — i zxl.cos. .r -f /f i • — j/ — x .tang. (i 1 ) 

retranchant (.£) de ( R ) , on obtient pour résultat 

(T) 

2\Z—i( l —V—i.tang.xS . 
mais on sait que 

(îSr)=4 r + 7 + T + CtC \ 

en sorte .qu’écrivant — x. tang.x au lieu de x , et divisant 
de part et d’autre par j/ — i , on aura 


x = tang. x — j tang. ’ar f tang. s x ~' f tang. 1 x -f- etc. 

formule qui sert à calculer l’arc par sa tangente , lorsque 
celle - ci est plus petite que l’unité. 

yuant à l’emploi numérique des formules données dans 
ce titre , ou à la construction des tables , nous renverrons 
au discours qui accompagne les tables de Callet, dans lequel 
j’ai consigné Ta nnonce des grandes fables logarithmiques et 
trigonométriques décimales du cadastre , monument de calcul 
le plus vaste et te plus ■ imposant qui ait jamais été exécuté ou 
même conçu , ( ce sont les termes employés par le citoyen 
Lagrange , Laplace et Dclambre dans un rapport fait à l’Ins- 
titut ). Ces tables du cadastre ont été calculées par une mé- 
thode entièrement nouvelle et qui avoit cet avantage qu’on 
pouvoit employer à la lois un nombre indéfini de calcula- 
teurs de la plupart desquels on ne pouvoit exiger d’autres 
connoissances que celles de l’addition et de la soustraction. 
Ditlérens motifs ont fait suspendre l’impression de ce grand 
travail ; mais , ajoutent les géomètres chargés du rapport , 

D d a 
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espérons que dans des temps de paix et de bonheur, un gou- 
vernement ami des arts , ordonnera l'achevement d’un ou- 
vrage qui doit être désiré de tous, ceux qui cultivent les 
sciences mathématiques: un tel vœu, émis par les premiers 
géomètres , est pour moi une raison de plus de me féliciter 
d'avoir coopéré à ce grand œuvre , sous la direction du 
citoyen Prony , directeur du cadastre. Nous recommanderons 
encore la lecture des préfaces de l’auteur et de l’éditeur 
des tables logarithmiques et trigonométriques décimales cal- 
culées par Borda , revues , augmentées et publiées par 
Delambre , membre de l’Institut national de France et du 
Bureau des longitudes. 

Revenons maintenant à la formule ( T) et • supposons 
■x— Z , n désignant toujours la démi-circonférence ; on aura 
tan g. x =5 oo 

*et la formule (T) deviendra 

l = 1 (zpi) d ’° ù 1 (— ^ 

résultat qui nous conduit naturellement à parler des loga- 
rithmes des nombres négatifs qui donnèrent lieu à une con- 
testation entre Leibnitz et Bemouilli ; mais sans rappeler 
ici cette discussion, nous démontrerons, d’après Euler, 
qu'un nombre quelconque positif a une infinité de logarithmes 
dont un seul est réel , et tous les autres imaginaires 

Reprenons à cet effet la formule 

x \/ — I as l(cos. x -J- s in. x I 
A a»=o correspond 

o = l.i 

ce qu’on. sait déjà. Désignant par*- la demi-circonférence, à 
je— JT , = 6 t etc. correspondront 

2 -T I /. * 

4 et \/ — I = /.i 
6» i/ — i = /. i 

et généralement 

ik\ V — i — l.x 

k étant un nombre entier. Mais on a l’équation 
l.A — l.A^-î. i 

donc 

l.Afizl.A -f- 2* *r V — S 
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d’où, l’on conclut qu'un nombre quelconque A admit une infi- 
nité de logarithmes dont un s eu F est réel. 

Si dans la formule 

x j/ — I = / ( cos. x •+• sin. x — « I J 


on suppose x —nr , on aura 

ços. x = — I et sin. a»= o 

donc 

— i, 

ce qui vérifie la propriété. 

*- = — v/ — i / C— i ) 

trouvée plus haut. Soit x=z:5r-, =z5r, •ezrjic (aAr-f-i^T, ^ 

K étant un nombre entier , on aura 

t ( — i ) = 3 *- v/— z 
l ( — i ) = 5r V/ — i 
1 (. — 1*) = 7 » l/— t 
' etc. 

«t généralement 

/. ( — i ) = ( 2 * i ) -t }/ — r 
Si on multiplie de part et d’autre par z , on trouvera- 
z l ( — x)=(a*H-2)ir V — i 
or ( 4 À*+ 2 ) ir étant urr nombre pair comme zk t , on voit que 
z l. (— - 1 )z=zl. i ; d’où l.( — i.y= 1* i 

ce qui signifie que le logarithme de — I est égal à un dé» 
logarithmes imaginaires de l'unité , 

ür 

— A — A X ~ i 

donc 

/.( — A) =sr/.^. + /.( — l\. 

I 

et consequemment 

/. ( — A >=/. Ar\- ( 2 A: "f— - 1 ) T-t/ — i 
ce qui étend la conclusion précédente au logarithme d’un-, 

Dd 3 
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Extension du théorème démontré page Zvj , 
aux fonctions logarithmiques , exponentielles 
et circulaires. 

On a prouvé ( page 327 ) que toute fonction algébrique de 
la quantité imaginaire a + b 1/ — 1 étoit réductible à la même 
forme P + Ç 1/ — 1 , .P et Q étant des quantités réelles. 
Xes fonctions logarithmiques, exponentielles et circulaires 
sont aussi réductibles h la même forme , lorsqu’elles ren- 
ferment des quantités imaginaires. 

Soit i°. I. ( a±_b \ / — 1 ) :en faisant ( page 387 ) 
a,' b'— r , cos. s =5 * , s in. k — * 

•on a 

o + i \é-— I — r ( cos. z + sin. z ) \/ — I 
et l. ( a + b — 1 ) = /. r -{- Z. ( cos. z + sin. z 1/ — 1 ) 
mais l’équation 


=W— * * . 

e — cos. z + sin. z y — 1 


donne 


donc 


+ iV — X =s l. ( cos.z + sin. z 1/ — x) 

/. (a± b l/— I ),-=l.r±z\/— I 


Xes données étant seulement r, cos. s et sin. z , on pourra 
prendre au lieu de l’arc z les arcs 2ir -{-z , 4» -f • z , etc. , 
aÂrT + z,# étant un nombre entier; en sorte qu'on aura 

J our /( a + b y — 1 )une infinité de valeurs comprises 
ans la même formule lr + ( 2 A: a- -f- ?) ÿ — 1 : donc 

P — lr, Ç =( 2 .kir z ) 

Considérons , en second lieu , l’exponentielle e : on a 


aXbV— I « 1 a J V 

e X e — e (.cos. b + sin. b y — 1 ) 


donc 


P—c cos. b , Q = + e sin, b 


. • mXnO—l. 

Soit en troisième lieu ( a + b y/ — 1 ) : on a 
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i. (a ±b\/ — i) ~ ^ ^z(m±nl / — I ) !• ( a + b j/— 1 ) 

(m±«\/ — i)i.{«S\/ — l) 

—/.e 


e désignant la base des logarithmes hyperboliques; et passant 
des logarithmes aux nomurcs , il vient 


c 

S 

il 


m±n^-~ I (n?zn s /—iyi (alti/— I) 

a + * p^ — i ) — e 

i on substitue pour f.(a±b y — i ) sa valeur lr + z \/ — i 
en résultera 


» 


n±ny/—t ("îov'- ») 

( «± * 1/ — I ) —e 

mlr— n z ± ( m z -+• n l.r) V — * 

mlr — nz ;£ ( ni n/r ) ^ — ï 

=<? 

/w/r — nz 

~e [cà j. [m z+ nlr)^5in.(mz± n Lr ) j/ — i ] 

résultat de la forme 

JP± Ç y— r 

Soit enfin la fonction circulaire sin. ( a + b y — i),on 
aura 


s in. ( a + by — i ) = s in. a cos. b ]/“ r i cos. a sin.by — r 
Pour obtenir sin.b y — i et cos. b y — x , on écrira b y — x 
au lieu de x dans les formules 

+*'/—! —Xy/—i 4 -*V— * , — <*v/— I 

c —e , c € 

sin. x = 7 t- , cos.x= - — 1 - — 

* y/ — 1 2 

données ( page 414 ) , et il résultera de ces substitutions 

— » » . » . s 

' . , . e — e e +e 

«77. 0 1/ — ’i = — 7 j cos. b y — 1 ss — - 

a y— * a 

substituant ces valeurs, on' aura 

b ■ ^ — 3 mmmb b 

sin. (a + ip/— 1) = C~r— ) £//I.a4. (— ; — 1 


On trouveroit aussi 


COJ. 


î . -j* —4 5 

(o+ip^ — r)= ^ - - — ^ coS.a+ Çl Ij .?;>«. a j/- 

Dd 4 
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I.es autres fonctions circulaires telles que la tangente, la 
sécante etc. s'expriment algébriquement au moyen du sinus 
et du cosinus; elles seront doue aussi réductibles à la même 
forme 

P±Q j/r, 

Formules diverses, 

Ilsera bon de scxercer à démontrer les formules suivantes 
qui trouvent souvent leur application. Si on connoît les loga- 
rithmes de a et de 4<ae t qu’on fasse 

largx-z^/l-) sin.g=^/t- sec. y- ~ ; tang.ic=z i ; s in. /= * 

on aura 

lo". (a-^b) sz!og.a-\-ïlog. sec. x—log. a-\-bg. 2+2 Jog. cos. jy 
= !og.b-\-!og, tang.y -\-!og.cat. '-y 
log. (a b)=/og.a+2./og.cos.3=:!pg.a-{-/og. 2 -f 2 log. sin. ~ÿ 
— <°g.b+log. tan g. y+log.tang. \y 
kg. ( a + 6 ) ( a — b ) ~kg.{ a* — b* )— 2 log. a 
-{- 2 log. sin, y = 2 log. 6 + 2 log. taug. y 

1o S- C )— lo S‘ tan S- ( 5q° — « ) = 2 log. tan g,, j y (*) 
log. V a 1 b J — log. a -f- log. sin. y =r log. b -f- log. tang.y 
l°g‘ +6*= log. a + log. sec. u — log. b -J- log. co-scc. « 
!o %- ^ o -f- b p±?og. a-\-log. sec.x={log.a^-±l 0 g. 2 -{-log. cos.^y 

log. a — b^\!og.a+log.co3.z^\log.a-\-ÿog.2.^.log.sin.\y 
» , 
log- (a ± b) [/og. a + log. cos. t + log. tang. ( 5o± ! /)] 


( * ) Le quart de cercle étant supposé divisé en 100 parties o.ti degrés, 
le degre en roo minutes , et la minute en IOO secondes. ( Voyez les tables 
des logarithmes des sinus , sécantes et tangentes . suivant la nouvelle 
division du cercle , et /a enhie des logarithmes des nombres . depuis 10 mille 
usyu à too mille , calculées par Ch. Borda. “ 
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maintenant , soit 

log. tang . ( 5c° — * * ) = log. tang. v 

on aura 

m m 

' /uy.^'n+A) " -f- (a — 6) " J — ” ( log. a -f- to». cox. / ) 

-f- log. 2 -f" 1°8' co-sec. 2 » 

m m 

log \_( a +p) n — (a — b) n =z ~ ( /og. a ■+• log. cos. t ) 

-{- log. 2 log. col. 2 V 4 

L’antepénullième formule nous conduit naturellement à 
démontrer la légitimité de la formule du binôme dans le 
cas de l’exposant entier négatif, et de l’exposant fractionnaire 
tant positif que négatif 

Démonstration du binôme de Newton , dans le 
cas de l exposant fractionnaire positif ou né- 
gatif , et de l' exposant entier négatif 

Si on multiplie 

I -f - iuz + OT - "~ T 4. ' - w ~ ? s*+etc. (W) 

1-3 1 1 . 2,3 

par 

i+n:+ 1: n ~ 1 z x 4- a z 3 +etc. (M r ) 

' 1 . 2 ~ 1 . 2.3 

facteurs qui sont les développepiens de( i -J- «)"* et ( i + x )* 
dans le cas de m et n , nombres entiers et positifs , on aura 
un produit cïe la forme 

I Az Bi* — }- Ci 3 Dz* -f* etc. .... .(P) 

oô les coefficiens A, B , C, etc. sont indépendans de a et 
renlerment d’une manière nécessaire les exposans met n. 
Or à ne considérer (A/) et ( M’) que comme des facteurs ,* 
et (P) comme leur produit , on pourra , dans les dciwc 
membres de l'identite 

(*0 X C 



4aa Notes 

faire sur m et sur n les mêmes hypothèses , c’est-à-dire , 
supposer l’un de ccs nombres, ou les deux à la fois, frac- 
tionnaires positifs ou négatifs et entiers négatifs : représen- 
tant ( M ) par F (m ) et ( M' ) par F(n) , parce que m et 
n sont les seules quantités qui doivent varier dans cette 
question , on aura , dans le cas de m et n nombres entiers 

F(m-\-n)=zF [m)XF(n) 

m + n ut n 

f iarcc que (i+z) =z(i-\~z) fi-f-s) : cette formule 

ait voir que le facteur ( M ) se change dans le produit 
(P) , lorsque m devient m + n : mais les coefticiens A , B , 
C , etc. étant composés en m et n comme ils le seroient en 

" et ~ , et le facteur F {m) étant aussi en m ce qu’il 
serait en’ — , on aura nécessairement aussi la propriété 

'(=?•) -'(f)x 'O 

or n devenant n-j-/’, on a 

d’après la décomposition précédente. Si après avoir intro- 
duit un nombre r de lettres m, n, p etc., on fait 
mzzznzzzp etc., on obtiendra 

F(m) = | d’où F(^ - { F(m)f 

et parce que F(m) = (i+* ) m ,oa conclura 

' F (rr)^ : ^ 1 + S ÿ r 

On déduit de cette formule que pour passer du dévelop- 

m 

pement de ( I -f- z )"* à celui de ( I -f> z ) r , — Fiant une 
fraction vraie , il Jaut , dans le premier développement t 
remplacer m par " , 

Mais il résulte de la considération qui a servi à déduire 
F = ^(7) X<") de^(m+n)= F(m) X *(■> 
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que la première propriété serait encore vraie dans le cas de 

” et — — ou de rn et de — n : d’où on conclut la dé- 
r r 

monstration de la proposition dans toute l’étendue de le-; 
noncé. 

Sommation des puissances des termes d'une pro- 
gression arithmétique , des nombres figurés et 
des produits diffèrens quon peut former avec 
tous les termes d’une progression arithmétique , 
pris 2a 3, 3 à 3 , 4 ^ y|, etc. 

Soit la progression arithmétique -j-a. b. c.d. . .k.u,en sorte 
qu’il s’agisse de trouver la somme 

a m 4. fom c m a 'm fcm _j_ u m 

m étant un nombre entier positif’ : par la nature de la pro- 
gression , on a 

b = a + <f 

C e: b -|- <f 

d = c + «P 


u = k -f <r 

<f étant la raison ; d’où on déduit les équations suivantes 

b m = a m -f- ma n -'ï + a m ~'S' + etc. 

c” — b m + mb n "i + mm ~l b”- S' 4. etc, 

d m = c m -j-*mc™“*<r 4- c m -’r + etc. 




n* = k m 4- mk m ~'£ 4* m - m ~ ! 4- etc. 

Ajoutant ces équations membre h membre , et effaçant les 
termes communs , on aura , en transposant a" ilans le 
premier membre , 
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u m — cT — m£ ( a m ~‘ -f. b m ~' + e'" -1 -f- etc. . .+ l m " ) 

+ J* ( ^ + *> m ~' + c"'* + etc. . .+ k m ~' ) 

-f- ^m-l b m - 3 C m-J + etc . . ._f_ yt"’" 3 ) 

+ etc. ' 

Supposons maintenant , pour plus de simplicité , que 
les sommes des puissances successives de chacun des 
termes de la progression ci-dessus soient représentées par 
S , S , S ,S ... S , S ; l’équation précédente devicn- 

dra , au moyen de ces abréviations , 

«" - a" = mi C V, - «"-* ) + i' (S m - t - «"■* ) 

+ ^"7- «f 3 ( >? m -3 - ) + etc.. . .(0 

Cette équation nous fait connoître la relation entre les 
sommes des diflérentes puissances des termes d’une pro- 
gression arithmétique , et par conséquent elle donnera 
5 , lorsque les sommes S m S S,. ..S seront connues. 

Si nous supposons m •=. x , il en résultera 
u-a=zf(S 0 --u°') 
or 

S„ = a 0 -f- Z»'-)-c 0 «4-. . . .-f- k° u a = n 
n étant le nombre des termes ; donc 

u — a z=z (n — l)il ou u— a ( n — x ) <P 

ce qu’on sait déjà. Supposant m = 2 ,il viendra 

u* — a* zsaJ'Ci’,— u)-J-«f’(5' 0 — 1 *°) 
mais . . . 



et substituant dans la formule précédente , on trouve 
u* — a' z=.3J (S, — u)-f-<T(« — a) 
d’où on déduit , toutes réductions faites 
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5, T=fC 


* _ a* 4 . tu + J'a 


2<' 


n ( u 4 - a ) 
2 


ce qu’on sait encore. Continuant ainsi à faire m = 3 , 
= 4 , etc., on parviendra facilement à exprimer S t , S } , S A , 
etc. Léqua. on 


'S* 


a ( u» — ) 4- 5 J * (a *-4-o , )-p J(a — • ) 

1 . 2.3 


déduite de la formule générale , clans le cas de m = 3 ,1 
peut servir à trouver la somme des quarrés de la suite 
des nombres naturels: pour cela, on supposera 

a = 1 , «f r= 1 


et comme le dernier terme est alors égal au nombre des 
termes, on fera 

u ~ n 

et substituant, il viendra 

•< c a(n 3 — 1 ) 4 -3 (»’ 4- 1 } + n — 1 u(»+i)(5*4-i) 

1 i.a.3 1 . 2.5 

I.a somme des cubes d’un nombre n de termes de la suite 
des nombres naturels correspond roi t aux hj'pothèses m — 4, 
**1, = I>, u — n, et on trouveroit 

ç. n‘ 4- M* 4- n * («4-1)* 

’ 4 _ 4 

Reprenons les deux formules 

a=a-j-(n — 1) J 1 , S 

3 

Si on fait a = i, et qu’on substitue pour u la valeur cotres^- 
pondante dans la seconde formule, on obtiendra 

S, = i J 2 + ( n — 1 )^$ — — i)cf 

maintenant on aura 



4 a6 

pour <T — r 


Notes 


»L+» = (1°) 

a a 

J' = a....i’ I = /z* ( 2 °) > 

«T= 3 ,...é'. = K-f j(n’ — n) = — . r" ....( 3 °> • 

J* — 4. . . . 5 ", = n -f- 2 ( n* — n) — 2 n* — n (4*) 

J =5 ■S' I =«+ï(n‘ — n)=z 5n . 3 - ....( 5 *) 

etc. etc. etc. 

Si clans (1°) on fait successivement /2=r,=a J =3, =4, e.lc. ,- 
un aura la suite des nombres 

if 3 > 6 . ÏQr » i 5 , etc.- 

Ces nombres ont étc nommés triangulaires ou trignnaux , 
parce qn’il est possible de disposer en triangle équilatéral 
un nombre de points, égal à celui des unités que chacun 
d’eux renferme 

T.a formule (a°.) donne , par les mêmes substitutions 
la suite 

^ 1 A 1 9 1 t6 1’ s 5 , etc.- 

Ces nombres ont été nommés quadrangulaires , parce qu’il 
est possible de disposer en quarré uu nombre de points, 
égal à celui d unités qu’ils renlérmcnt. Chaque terme d© 
cette dernière suite résulte de l’addition d’un certain nom- 
bre de termes de la suite des nombres impairs , à partir 
de 1’ unité inclusivement. 

I-a formule (3”) donne la suite des nombres qu’on ap- 
pelle pentagones ; à cause dune propriété analogue aux 
précédentes. 

l es nombres qui résultent de ces formules (i°) , (2*) 
f : *) , etc. , portent collectivement la dénomination de nom- 
bres figurés. » 

( 1-* formule (0 donnée ci-dessus sert à trouver la somme 
d’un nombre quelconque de termes d’une suite dont le terme 
général est exprimé par des puissances entières et positives 
du nombre des termes. Supposons , en effet, que le terme 
general dune suite soit an P f a étant un coefficient connu, 
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n le nombre des termes et p un nombre entier et positif ; 
la suite sera 

+ ■+■ + a 

Puisque chaque terme doit se déduire du terme général en y 
faisant successivement « = 1 , = a , = 3 , sc 4 , etc. la somme 
sera donc 

a { i n -\-z p + 3' + ^+ 

mais on peut au moyen de la formule (Ç>) évaluer S p , on 
aura donc résolu la question. 

Si le terme général étoit a nr -f- b ni , chaque terme de 
la suite à laquelle il appartiendroit , se composeroit de la 
somme des termes de même rang dans les deux suites qui 
auroient chacune pour terme général W et bu* : or la 
somme des termes de la première suite est a Sp, et celle des 
lermes de la seconde est b S f , donc la somme des termes 
de la série proposée seroit a Sp -f- bSç. 

On voit, en général, que si le terme général dune série 
est 

arf -\-b n* -\-c n r etc. 
la somme des termes de oette série sera 
o Sp "j- b Sq -|- c S ^ etc* 

Soit, pour exemple, la suite des nombres naturel» 
1,2, 3 , 4 , 5 n 


le terme général étant , la somme de tous les fermes 
sera =•?, mais la formule (Ç) donne , comme ou Fa déjà vu , 


• _ n (u-t-a) 

1 2 ■ 

et supposant a = 1 et u-=.n , on aura • • 


>r(n + ■ ) 


Soit la suite 


i, 3,6,10 ?< n+ , ' ± 

a 

puisqu’on a pour expression du terme général 

n(n+ 1) n’ . 


n 


Notes 
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la somme sera 

S, , S, , ^3»’ + 6h’H-4b£ „» .j. 3«* 4 . lu 

a + a “ * ( i.a.3 'S 6 

Soit, pour dernier exemple , la suite 

n(n-f- 1 ) ( It 4- a ) 

Il 4 » ÏO. 20 - -- y - 

dont le terme général est 

+ . w3 + , „. + » n 
1 . 3. 3 s * * a 

on trouvera pour Ja somme d'un nombre n des termes 

5 3 55, ■ 35 , n 4 4-6'i’+ iih’ 4-6'» » f n H- * ) ( * 4-3 ( n-4-3) 

6 ' a 6 3 . 4 1.3. 3.4 


On voit donc que la somme d’un nombre n de termes 
de chacune de ces suites est le terme général de la série 
suivante, en sorte que les termes de celle-ci sont les sommes 
successives d'autant de termes de la série précédente qu'il 
y a d’unités dans l’indice du terme sommaioire. 

Cherchons actuellement le nombre des produits diflérens 
qu’on peut lbrmer avec tous les termes d’une progression arith- 
métique , pris deux à deux, trois à trois , quatre à quatre, 
etc. 

Soit la progression arithmétique 

a -j- h. a 4- 2 h. a 3 h. a 4- 4 A a -f- ( m—i J h 

Si on forme une équation dont les racines soient 

—("+*),— (tf+2/î) (a-j- 3 A ) ,ctc — { a -f ( m—x)h $ 

et qu'on en désigne les coetliciens successifs par A 1 , si!' , A 11 ’ » 
A ( m ~' ) ) 0,1 cura l’identité 

a:""* -4- -f- A " 4 - -f A{ m ~')r=z 

( a; 4 -« 4 ^) ( ar a 4 • 2 A ) ( x.-j- a -f- 3 A ) 1 

| « 4 - (m—i)A J (1) 

dans laquelle A’ , A": .. . A m *'serontlcs produits qu’il s’agit 
dévaluer. Si dans l’identité précédente on écrite 4- ^ pour x , 
on aura 

(j 4 a;"-' 4 ^(* 4 A)'"-' 44 ii (j 4 h ) m ~ 3 + = 

= (# 4- n 4- 2 />) (x -4- a 4.3 A). • (x -\~a-j-mA) — (*) 

Si 


Digitized by Google 





I V 


d’ A ïj g e b n h. 429 

Si on multiplie (1) par x 4 a -j- ni h et (2) par «r-f.£j-}-/j , 
on aura les produits identiques 

+ x’»-* -f A'x m -‘+ f 4 AIT -4 } 

= (^4-a + A)| (jt+A )»-* 4 sl' ( a- -|- h )"•- 

+ A .” ( .»• + a;»-* -f- 

résultat auquel on peut donner la forme 


*”+A'\ 

1 X”>-1+A" | 

| j;>"-*4 .a'" | 

fi 1 

+4 1 

+**"« / 

4m/; J 

4 -Amh] 

1 4 A^mhJ 


, m-1 


, -C"*"*) ^ (m-i) 

•+" 3 Cm _, ) | X -M (a+/n^> 

4^ a 

("***) 

•\-A mh J 

■ *»-* + — h » ) j~~ 

+ A'Ï +[( W -x)(^+4v 


+ « 

> | rn.wi— T. m— a /j3 


-J- -4'' 4 

-m-3 




l.a.3 

+ ("—)("-») (*'40)*»] 

a 

-j- ( m — 2 )( ^"+^'0 )/i ^ 

4 y*'" + A v a 


-j-//»' 

4'yi'4<0A’»-‘ 

4(y4''4a.-i',/ m ‘ 1 


+.* ,l '+aA")/>”'-> 
etc. 

Comparant les coeffcicns des mêmes puissances de x , ou 
obtient les équations 

Si' a mh ■=. A' a mlx 

A"+A'a+A'mh = w( " . ~ l) /< ' 4-(«-l)^'A4-(m-l)n/;+ 

1.1 




. (/«.I). (w-2) , , j ^ | 


, Cm— 0 (ot— a) / t » 

1.2 


+ (^» 4 y* 'a) (m — 2 ) A 4 y4"' 4 A » ^ 
etc. etc. 

Tome /I. „ Ec 


•J; 

i. 


'ts 1 

s -J 1 
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dont la première jne fait rien connoître : on déduit des 
suivantes 

A ' h * 

1.2 

*A»=( m - 2 )A' a + <^^ (AI+a)h+ 

2 A"'=. (m — 3)^"a-f- ( ^« 

( w — ’)C^— »X m — 3 ) / ^,4.3 y,. . A , 

etc. etc. 

Si on fait <7=oet^=i , les équations précédentes donneront 
les produits un à un , deux à deux , trois à trois, etc. des 
nombres naturels depuis 1 jusqu’à m — x , et on aura 

"("-O 

2 

VÂ II _ A , , *(»»— Q("- 3) 

i.a ' i.a .5 

3A ht = ?) ^11 I ( W -T](«-2)(*«-5) r^ f | 

i.a * ' i.a .5 *" 

n ("I— 1) (•> — a) (m — 3) 

«.1.3.4 

. y »r_' ( w - s ) (”—41 ^/// 1 (”»—») ("—SI ("»-♦) r/_j_ 

” «.a T i.a .3 

, (m— 0 («11— 2) (m—S)(m — 4) , (m— 2) (m_ 3 ) («• — 4) 

i.a.3.4 ' 1.2,5. 4.3 

résultats dont la loi est facile à saisir. 

Des suites récurrentes. 

On a vu ( page 246 ) qu’une fraction rationnelle de la forme 

« -+- bx - 4 - ex * + dx 3 4 - 4 - px m ' 

1 — a'x — — c'x 3 . — tj'x"' 

engendrait une suite dans laquelle le coeHicient d’un terme 
quelconque , à partir du m ,m ' , dépendoit de ceux des m 
termes précédens , suivant une loi constante déterminée 
par le dénominateur de la fraction développée. Cette re* 
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lation qui existe toujours entre un même nombre de termes 
consécutifs , a fait appeler ces suites récurrentes , et les 
quantités 

q' ... .c' , b 1 , a 1 

par lesquelles il faut multiplier les coefficiens des termes 
qui précèdent celui qu’on cherche , portent ensemble le nom 
d’échelle de relation. ' ) 

O11 a déjà traité ( page 246 ) le problème suivant : Etant 
donnée la fraction rationnelle , trouver la suite qui provient 
de son développement. Il reste encore , pour terminer ce 
que nous avons à dire sur cette matière, à résoudre les 
deux questions suivantes : 

1 0 . Etant données la suite récurrente et T échelle de rela- 
tion , trouver la fraction rationulle génératrice , et la somme 
d’un nombre quelconque de termes dune telle suite. 

2°. Déterminer l’expr ession d’un terme quelconque indé- 
pendamment de ceux qui le précèdent , ou le terme général. 

L’échclfc de relation étant donnée , le dénominateur de 
la fraction génératrice est connu ; il n'y a plus, pour ré- 
soudre la première question , que le numérateur à dé- 
terminer. . . . 

Soit donc proposée la série 

A -f- Bx -f- Cx 1 < 4 - Dx 3 + Ex 4 -f- etc. 
dont l’échelle de relation soit 

a 1 — b 1 -j- c 1 — d 1 

le dénominateur de la fraction génératrice sera 

X — a'x ~j- b'x' — c 1 x 3 -f-i/ar 4 

Soit a -f- bx cx * + dx 5 le numérateur , les coefficicn* 
a , b , c , d doivent être tels que la proposée résulte du 
développement de la fraction 

a -+- bx cx* 4- dx * v 

1 — a'x + b'x‘ — c'x 3 Wx* 

Il faudra donc que l’identité • 

a+bx-f cx ’-f dx 3 

( A+ Bx+Cx'+Dx’+etc.) (1 — a'x +b'x* — dx 3 -f dx* ) 

£ e 2 


s 
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ait lieu quelque soit x ; ce qui donne , en développant et 
comparant les coeliicicns des mêmes puissances de x , 

a — A 
b = B — a 1 A 
c = C — a' B -f- b’ A 
d = — a'C -j- Zd.fi _ c'A 

etc. 

donc la fraction génératrice demandée sera 

A ÇB — a'A') x + (C — a'£-h b' A ) X* ■+. {D— a'C -f- b’B — c>J) 

I — a'x A b'x' — c'x s •+- dx* 

Il est facile de comprendre maintenant comment on 
trouve la somme d’une suite récurrente continuée jusqu’à 
un terme donné. En cHet supposons qu’il soit question 
de trouver la somme de la série proposée jusqu’au terme 
Px n inclusivement , qt faisons 

S= A - f- Bx -f- Cx * + etc. . . . .-f- Pan • 

Comme la somme de cette série prolongée à l’infini est 
connue , cherchons celle des termes qui suivent le dernier 
Px" à l’infini , que nous supposerons 

S'= Qx n +‘ -f lîx" + ’ -f- Sx "+ 3 -f. Tx n +* 4. etc. 

cette série divisée par .r ,+ , donne une série récurrente 
parfaitement conforme a la première y dont la somme sera 

i — a'x + Px* — c'x 3 -J- d'x* ^ * 

donc la somme cherchée 

ç, AA ( B — a' -A ) x -|-( C — a’ B A b' A ) x* -f- ( D — a' CA b' B c' A) a* 

i — a'x A b'x‘ — c'x 3 + d'x* 

- [ Ç*” + 1 + *+(■?— d RA b'Q) x n + 3 A(. T-n'SAb'R-c’O) x- 4-> ] 

’1 »■“ * Q? X -f- X* — 

On opérerait de la même manière pour trouver la frac- 
tion génératrice , ‘dans le cas où l’échelle de relation se- 
rait composée d’un plus grand nombre de termes. 

Soit, pour exemple t la série 

i -J* 27X 1 4- 6qx 3 4- iaSx* 4* etc. 
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dont l’échelle de relation est 

4 — 6-I-4 — x 

le dénominateur sera 

i — 4* -j- 6-r * — 5 -j-x 4 = ( x — x )* 

et on trouvera » 

a = x 

■6 = — 44.8 = 4. 
c — G — 3 a -f- 27 = r 
■ à = 64 — 1 08 4- 48 — 4 == o 

et par conséquent 1 -f- 4 x + x* pour le numérateur. La 
traction rationnelle génératrice sera donc 

1 -f- x -f- **• / 

t — 4 * 4 - 6x* — 4^ 3 4 - Jf 4 ' (.1 — x 

Soit, pour second exemple , la série 

1 — 6x + ri** — 48X 5 + 120 x 4 —-“etc. 
dont l’échelle de relation est 

— r -f 6 

le dénominateur de la fraction sera 
x 4 - x — Gx * 

on trouvera ensuite 

0 = 1,6 = — 5 , c — O 

donc 

1 — 5 * 
i+j — 6 x* 

représentera la fraction doiït la série proposée est le déve- 
loppement , et 

. 1 — 5 * - 4 - 408 x e — 730 * s 

1 -f x — 6*’ ' 

sera la somme des cinq premiers termes de cette série.- 

Occupons-nous maintenant de la recherche du terme 
général. Considérons d’ahord la fraction rationnelle la plu* 
simple 

# Ee 3 
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Notes 
a 

i — rx 

La série résultante de son développement est 

A ( I -4- rx 4- r'x x -f- r 9 x 3 . -j- r”x") 

dont le terme général est Ar“x n .. On appelle ainsi celte 
expression , parce qu en y mettant successivement tous 
les nombres entiers au lieu de n , on a tous les termes 
de la série. 

Si la fraction rationnelle génératrice avoit pour dénomina- 
teur un polynôme d'un degré plus élevé que le premier , 
et qu’on pût , par un moyen quelconque , Ja décomposer 
* en une suite de fraçtions simples de la forme 



il scroit facile d'obtenir le terme général de la série ré- 
sultante du développement de la fraction proposée , parce 
que ce terrine général serait la somme des termes géné- 
raux des séries que donneraient les fractions simples. En 
«Uct , soient 

'A (i -j- r -f- r 1 x 1 -f- r 3 je 3 -f- *" + etc.) 

'A 1 (i r* x -J- r*' x* -j- r 13 .r 3 -j- r 1 " x n -f- etc.) ^ 

A" (i 4 - r" x -f- r"* x‘ r " 3 x 3 4 - + r 11 " x" 4- etc.) 

A" 1 (i 4 . r'”x 4 - r""x' + r"' 3 x 3 + 4 - r" , V + etc.) 

les séries récurrentes qui naissent de chacune des frac- 
tions simples , et * 

A 4 - Bx 4 - Cx l 4- Dx 3 4- 4 . 2?*” 4 - etc. 

le développement de la fraction proposée ; comme on au- 
roit , par fhypothèse, l'équation identique 

1 __ A , A 1 . A' , 

« — a'x — q’x' — q’» m I — rx ' i — r'x ‘ 1 — t"x ' C * 

(a suivante 

4 -A 4 -Ar ) x 4-- 4 ■ A r n -l 

4" -d' “b" A’r 1 f 4* A'r f 

4- A" 4- A'W / 4- A"i J "‘ / + etc ’ 

-J- etc. 4 . etc. J 4 - etc. 

~ A B jc 4-. , t m < » • • *f- R x" -f~ etc. 
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auroit lieu aussi , n étant un nombre quelconque : ce qui 
donne 

R = A r n 4- A : r ln +A u r"” + etc. 

I-a difficulté se réduit donc à décomposer la fraction ra- 
tionnelle 


a *+• b x •+" « x* *4- dx J -f px 7 * 1 1 

1 — a r x — — c'x 3 — * — q’x”' 


en une suite de fractions de la forme 



+ -JT.... 

I — r’x ” 1 — r"* 


-f- etc* 


les quantités A , A’ , A" etc. r , r 1 , r" etc. devant être 
déterminées par la condition qu'en réunissant les fractions 
simples en une seule , les deux termes de la fraction ré- 
duite soient les mêmes que ceux de la fraction proposée. 

Puisque les dénominateurs des fractions simples * mul- 
tipliés entre eux , doivent reproduire le dcnÉtninateur de 
la fraction proposée, on déterminera ces facteurs en éga- 
lant à zéro le dénominateur 


1 — a’x — b , x > — - ' — - q 1 x m 


et cherchant ensuite , d’après les méthodes précédem- 
ment exposées , les racines de cette équation. Reste 
donc à évaluer les numérateurs' A , A r , A 11 etc. : or ces 
quantités devant être telles que le numérateur de la frac- 
tion réduite soit le même que celui de la fraction propo- 
sée , on égalera entre eux les coelliciens des mêmes puis- 
sances de x, ce qui fournira un nombre n d’équations du 
premier degré , au moyen desquelles on calculera les quan- 
tités A , A’ j, A u etc. 


Soient les fractions 


1 — x — a® 


et 


> — 5 ® - 4 - 6 ®* 


> 


®n trouvera que la première se décompose dans les deux 
suivantes 








et la seconde dans celles-ci 



E e 4 


) 
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Il est facile maintenant cle trouver les termes généraux 
des sériés que donnent les fractions précédentes. Pour 
, première , on fèroit Ja somme des termes généraux des 
sériés données par les fractions 

* t 


-j— et — - — 
4- * i — J* 


et on trouveroit 


•[ ï (— O" + 


J*" = 


»" ■jz 3 


les signes + et — ayant respectivement lieu pour n pair 
et impair. Faisant successivement 

n =o, “I, = 2, =3 etc. 
on aura la série 

I 0^4- -}- 2x* -f- Sx* - 4 - IOX* -f- 22x f -\-42X 7 +ctc. 

î.e terme général de la seconde fraction sera 

2.3" x° — 2 n x n = ( 2.3*— 2" ) x n 

et posant successivement n — o , = i , —.2 etc. on aura 
la série 


i -f- 4* -f- 14 ** + 46** + 146 a- 4 -j- etc. 
Prenons encorepour exemple la fraction 


1 +11 


1 — X — X* 

■ les facteurs du dénominateur étant 

c^) 

on aura les fractions partielles 




* + Vï 





lesquelles donnent , pour le ferme général de la série pro- 
posée 
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d'où on déddlroit le développement en série de la proposée. 

« 

Décomposition des fractions rationnelles en frac- 
tions simples. 


On a vu que la recherche du terme général dune suite 
**écurrente ne préscntoit plus de difficultés lorsque la nac- 
tion rationnelle génératrice étoit décomposée en fractions 
simples. Cette décomposition étant aussi d un usage tiequen 
dans le calcul intégral, il ne sera pas inutile dexposcr les 
méthodes les plus simples pour J. effectuer. 

Pour opérer cette décomposition , il faut : _ . * 

i». Que le numérateur N soit tfuue dimension moindre 
au moins d’une unité que le dénominateur»© , ce quon peut 
toujours obtenir par la division ; , 

2°. Qu’on ait , par les méthodes précédemment exposees f 
trouvé Jes facteurs simples du dénominateur, ou les racines 
de ce dénominateur égalé à zéro . 

Soit donc, la fraction rationnelle , » 


* JT 
D ' 


a + a’ x + + . 




(*“•' C '" ,>) 

a a.' ^ n ~' ) étant des racines réelles ou imaginaires , 

ce qui ne contrarie pas la, généralité des résultats. On pourra 
supposer 


ir A A’ 

n-= + +•••• + 


AC 


Xn-D 


A, A ’ A' ^ étant des coefliciqns constans et indéter- 
minés, fonctions de a, a' a' \ a & .EneflètfSÎ 

on réduit toutes ces fractions au même dénominateur , 
qu’on en fasse la somme , ce qui fournit le moyen de faire 
oisparoître le dénominateur D, et quon compare les coeffi- 
ciens des mêmes puissances de x , on aura un nombre^ n 
d’équations entre les n indéterminées A , A 1 . . . .A(."~‘) , doù 
résulte la possibilité de les évaluer toutes , et la légiti- 
mité de l'hypothèse précédente. 



* 


#38 Notes 

Soit , pour exemple , la fraction 

i -4-x ' 

* a — x 3 

dont les facteurs simples du dénominateur sont x , i — jf , 
I -f - On posera donc 

i -4-x a _ A A' A " 

x — x 3 x ■ i — x ’ i-4-.r 

d’où on déduit l’identité i 


I + x» = A -f- ( A ' -f A”) x -j- ( — A -f- A' — A" ) ;r* 

t 

et comparant les coclhciens des mêmes puissances de .i 
il vient 


donc 


A = i , A' — i , A" = — i 


I±î” 4. L 

•%-X 3 ' X 



X 

I •+■ * 


c 


Lorsque les facteurs du dénominateur seront inégaux - 
entre eux , on pourra toujours , par la méthode précédente , 
déterminer les numérateurs des fractions simples J çnais le 
calcul qu’elle exige devient d’autant pluslong que le degrédu 
dénominateur est plus élevé. Nous nous proposons, dans ce 
qui va suivre, de déduire immédiatement de Net d^ D l’un 

quelconque des numérateurs A, A ' A' \ sansfaire dé- 

pendre sa valeur de celles des dénominateurs précédons , 
comme il arrive dans la méthode que nous venons d’exposer. 

Soit x — ce u ii des facteurs de D, en sorte que 


D — ( x — et ) 

S étant, le produit des autres dénominateurs x — et' 

**— a("~*).Si on représente par hi somme des fractions par- 
• . “ 

ticlles , moins la fraction ■ yi — , on aura l’identité 

ar — ci 


A , p AS+F( x — *)_ AS-t-P (*— «) 

V « - * + ’s ~ s (X—*) ~ D 

donc 

N — A S — P ( x — « ) 

Le numérateur A doit donc être tel que N — AS soit exac- 
tement divisihle par .r—i, puisque P est une fonction entière 
de .r j ce qui exige que la fonction N — AS s’évanouisse 
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pour x=&. Cette condition sera satisfaite en prenant 

A- Lï! 

(S) 

{N) et ( S ) étant ce que deviennent N et S lorsqu'on fait x—*: 
d'où nous concluions cette règle : Pour déterminer un des 
numérateurs , il jaudra dans N et S , écrire pour x ta racine 
du Jacteur simple qui sert de dénominateur à la fraction par- 
tielle sur laquelle on opère. 

On a donc 


A — 


A • = 


a 4- *' « ■+• n" ** 4- ni" <t 3 4- etc. 

(*—*') ( n—a") (*—*"') etc. 
a + a’ *'+*” •r+e"' *'’+ etc. 
(«'— a.) (*'— <é') (■'—*"') etc. 


A'" =• 


a+a' «"+«" 




(*"-*) (*"-«') («"—«"O «<c- 
etc. 


1 Si dans l’exemple précédent , ou iV — i -J- x 1 et 

Z> = x — x» , on prend x pour le facteur simple correspon- 
dant à A , on aura 

S = 1 — x* 

et le numérateur A de la fraction simjile ~ sera ce que 
devient pour x — ® ; ce qui donne 

1— -X® 

Ax=i # 

Prenant ensuite le facteur simple x — % , pour lequel 

S=x-f-x l , on aura A' — , ce qui donne pour x = i 

«•f* 

A’ = ï 

Enfin , pour le troisième facteur simple i -f- x , à cause de 
on f era x — _ ! dans t ^ ; , ce qui donne 

A"=z~ 1 

Ainsi les trois fractions partielles dans lesquelles se décom- 
pose la proposée , sont comme on les a trouvées plus haut, 

. JL +_JL _ _L! 

* 1 — * I-H* 
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Si parmi les Facteurs simples du dénominateur, plusieurs 
étaient égaux entre eux, la décomposition de la fraction ne 
pourroit plus avoir lieu dans la forme précédente : en eflct, 
en revenant aux formules données pour l'évaluation des in— 
déterminés A, A'... .A(*~'\ on trouveque, dans l’hypothèse 
présente, plusieurs de ces numérateurs ^viennent infinis, 
et qu’ils le deviendroient tous , si tous les facteurs simples du 
dénominateur étoient égaux entre eux. On peut d’ailleurs re« 
» connoître 1 illégitimité île la décomposition précédente dans 
l'hypothèse actuelle. Supposons en ellet qu on puisse poser 
g-h bx __ a , A ’ 

( X— C )* X C ' X—C 

on aVira donc 

« + b * ( A + A 1 ) ( x — e ) 

• (*-«)’ 

d’où on déduit les deux équations 

A+A'=?>-, — c (A + A') = a 
résultats inadmissibles. En admettant la décomposition 


' A 


(* + «)’ x-f-a 


A' 

ar-f-a 


après avoir réduit au même dénominateur et comparé , om 
trouveroit 


A'=o;a(A + A f ) = I 

relations qui ne peuvent avoir lieu en même temps. - 

Supposons donc quelle dénominateur de la fraction -J 

renferme , ont# les facteurs inégaux , pour lesquels on 
connoît le mode de composition , un nombre n de fac- 
teurs du premier degré, réels et égaux; on pourra tou- 
jours supposer 



S étant le produit de tous les facteurs inégaux, et Ç celui des 
facteurs égaux , en sorte que D soit le produit des polynômes 
connus Ç et .y, et les plus hauts exposans de'.* dans P et 
dans K , étant moindres au moins d’une unité que les plus 
hauts exposans de x dans S et dans Ç. En cifet l'équation 
(i) donne 

- = d’où N PQ + KS 

D QS 


* 
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puisque , par supposition , D — Ç S. Soit D un polynomedu 
degré q , et .£ du degré m, m étant •< q ; N sera du degré ç —1 , 
et Ç du degré q — m; P devra être du degrc m — i , et K , 
du degré q — m — i ; P aura donc m termes, et m coeffi- 
cients indéterminés , et K en aura q — m. Le produit P Ç 
sera donc du degré q — i , ainsi que Ip produit K S , c’est- 
à-dire , que P Ç -f- K S sera du degrc q — i , ou de meme 
degré que JV; ainsi P Ç ■+- K S contiendra q coeiiiciens 
indéterminés, donc N ayant q termes, on pourra former 
entre les coefficiens de P ç 4- K s , et ceux de 2 V , des 
équations linéaires en nombre q , lesquelles serviront à 
déterminer les q coefficiens de P et de K , d’où résulte que 
la décomposition est toujours, possible , et qu’on pourra 
poser 

JV A 'A' A" . 

D X — A "* ’X— A? * * — ' * 


« Px*— l +P'x* m - :t - 4 - 

« b • • • . "P - - - — • 

dans l'hypothèse 

D = (x — — <*')( x — *") etc. . . ; ( * — £)* 

la fraction 

fx n ~ l 4 . P’*”—' 4 - . .. . 

{x-cy ' 

par l’hypothèse x — C = z, d’où x = z + C , prend la forme 





B 


# 


’ les numérateurs B, B ' étant indépmdans de 

on pourra donc supposer 

■JT B b' , . J î c "“‘> . P 

D ~ (x—z y + (x_cr^‘ + * • ‘ ‘ + F 

P * . 

* J" représentant la somme des fractions partielles dues aux 

lacteurs inégaux contenus dans D. Si on réduit au même 
dénominateur , on trouvera 

N=S[B +B 1 B" (x — 

+ ( x -J 'C )»-• J + P ( ar — Cy 

d’où l’on déduit 


/ 
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p _ c*-c) + e' (x-e ; + — + »<*—> c*-o»— ] 

(X-Cj* ■ 

Or P devanfc être une fonction entière, il faudra que le nu- 
mérateur de son expression soit divisible exactement n fois 
de suite par- le dénominateur x — £ 5 ce qui exige que la 
partie N — BS du numérateur devienne séparément nulle 
lorsque x — £ , donc 

(E) 


B = 




(iV) et (S) désignant ce que deviennent N et S lorsqu’on y 
fait x = £ ; conséquemment 

N—BS=zN~ © S 

( ô ) 

quantité divisible par x — £ , ef que nous représenterons par 
N' ( x — £ ) , en sorte que 

N' -S*[B’+ B"(x - C)-H r+ J»f*— 

F ~ ’ 

en effaçant le facteur commun x — £. Faisant le même 
raisonnement , et supposant encore x ■=. £ , on aura 


B'= 


(*”) 


où & et S entre paranthèses rappellent la -substitution x = C j 
donc 

0 N'— S B' =N' — S 

(S) 

quantité divisible par x — £ , et que nous représenterons par * 
A ' ( X — £ ) , oe qui donnera 

p N " — s [ B" + b"' ( X— C ) +. . . , 4- " ~ *) ( x— C )*— ’ T 

• (x-er-’ 

On trouveroit de la même manière, dans l'hypothèse 

B"=z 1 

■ W 

et conséquemment 

J/'"-S[X'"+B l \(x-Ç) + . ..... 4. 


P =. 


d’où on déduit pour x 


{x-i y— i 

= C 
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"(*> 

! . * 

et ainsi des autres numérateurs. 

Prenons pour premier exemple la fraction • 

8 


(■ -X)* (l+*« ) 

pour laquelle les fractions partielles qui résultent du facteur 
carré ( i — x )* du dénominateur sont 

B B' 

(|— *) * 


On a ici 


K = x*,S = i d’où J- — 


ce qui donne 


pour x = i ; donc 


a J!5 = i 
D — « 1 


2IT— — £ + ** — {x* 

w 

et divisant par x — x , conformément à* la règle, il vient 
. pour quotient 

iVt= — * — }*- + 
et conséquemment 

iv*# — i — x — *’ + * 5 


S — 


donc 


a C 1 + * 4 ) 


B>=^: 

(*) 


pour x = i. Les fractions dues au facteur ( i — x )* sont 
donc 


a(I — x)“ a( I—* J 

Soit encore la fraction 

X* 


• (I — x)‘ ( I + ** ) . 

pour laquelle les fractions partielles dues au facteur (i — xyf, 

_£L 

Çf^-xj 3 1 l«— ' *) . ' • — -* 


sont 
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Dans ce cas 

• N — x* , S = i -f- je 4 

un aura donc 

i 

pour* — i. On trouve ensuite 


• 

iV r = i 

ce qui donne 



y - 
s — “ 

on a 

N" — 

donc 



I — X 


- è *+;-*• 




= T» 


JŸ" 


S" =• 


■s — ;*(.+*’ j' 71 * 

Ainsi les fractions partielles qui naissent du facteur cubique 
(i — * ) 3 du dénominateur sont 


a(.— x)3 af— *)* 4 ( 1 — * ) 

• l 

Nous conseillons à ceux de nos lecteurs qui voudraient 
compléter cette théorie, de consulter l’ouvrage à' Euler, ayant 
pour titre : introduction in analysin irifinitorurn , ou la traduc- 
tion avec des notes par le citoyen Labey , l'un. dés profes- 
seurs de méehanique a l’Ecole polytechnique. Si nous n’avons 
pas donné au titre précédent toute l’étcnüue qu’il comporte , 
en ne considérant pas tous les cas qui peuvent se rencon- 
trer , c’est parce que le calcul différentiel ofTre des méthodes 
beaucoup plus brieves pour évaluer les numérateurs des 
fractions partielles dues aux facteurs inégaux réels ou imagi- 
naires , aux facteurs égaux- , et aux facteurs doubles réels 
inégaux , et égaux , dans lesquels on peut décomposer le 
dénominateur de la fraction proposée , comme on peut le 
voir dans le traité de calcul intégral du citoyen Lacroix , 
et dans mes leçons d’analyse à l’Ecole Polytechnique , ré- 
digées en conformité du programme arrêté par le conseil de 
perfectionnement de cette Ecole , imprimées et distribuées 
aux élèves pour leur servir d’ouvrage classique. 

Si nous n’eussions pas craint de donner -trop d’étendue 
à ces Notes déjà très -volumineuses , uous aurions fait 
voir que le degré de l’équation finale résultante d’un nombre 

• quelconque. 


i 
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que’ conque d'équations complétés entre lé même nombre d’in- 
cnn/lues , ne peut jamais excéder le ‘produit des degrés de 
toutes ces équations , et qu'il est précisément égala ce produit , 
lorsque les équations données sont les plus générales de leur 
degré. Ce théorème , qui est la généralisation (le celui que 
nous avons donné , ( page 3a3 ) a été démontré pour 
la première-foie par Bezout , dans son livre de l'Elimina- 
tion ; il vient de l’être d’uue manière aussi luiève qu’élé- 
gante par le citoyen Poisson , Elève de l'Ecole polytech- 
nique , qui , à cet âge où les autres en sont encore au* 
élémens , déjà riche de connoissances , de conceptions et de 
vues, s'occupe de recherches délicates, avec un succès qui 
lui a valu iestimé de; géomètres les plus distingués , et 

3 ui a fixé sur lui les regards de l’Institut : d’ailleurs cette 
émonstration trouvera sa place dans le n°. 11 du Journal 
de l’Ecole polytechnique. 

Nous terminerons donc par la démonstration des deuï 
théorèmes qui suivent : 

1°. Trouver la somme de 3 puissances m des racines d'une 
équation immédiatement en coefficient de l'équation , et sans 
vas se r. par les sommes des puissances inférieures. 

2 °. Connaissant, les sommes des puissances des racines dune 
équation , exprimer un coefficient quelconque de t équation 
en sornrncs- de ces puissances . — 

Soit une équation d’un degré quelconque 
x m -p A a m ~‘ -p B x m ~* -p y — o 


dont a , b , c , d , etc. sont les racines : on aura 

m-, -pBx"‘ k *-|-etc.=(x — d) (•*" — b) (,* — c)(jc — J)clc. 

et laisant x ■=* , puis multipliant par s m , on obtiendra 

* Z \ 1 *i 

la transformée 

1-P^fs-PBs* -pl .-ppa"=(i— az) (I— bs) (l —cz)(l—dz) etc. 

et prenant de part et d'autre les logarithmes hyperboliques 

l. C 1 -f- ^ - -P -B •=* -pCa 3 -p. ..) = /.( I — a z) *p 
/. ( 1 — èa) -P /. ( i — c z) -p/. ( 1 — dz) etc. 

Mais on a trouve ( page 400 ) 


Tome II , 


b\ 

3 
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donc faisant £ successivement = az , — bz, -xzcz, =efc. oa 
aura • • ’ " ’ 

/.( i-\-Az-+Bz a +C« 3 -f etc... ) = —{a +b -fc -|_rf -f-etc) s 

— (a 3 -j-é 3 -f-c 3 -f-d 3 »j_etc) ~ 

~ (a + -f-6 + -f*c + -j-rf 4 4-etc) — 

etc. 

posant donc, 

. S l -=z a -f £ -$■> c -j- rf -J- etc. 

S* — a* -j- b* -{- <7 a -j- rf‘4- etc. 

S } = o 3 -f-£ 3 -f- c’-f-'f’-f- etc^ 

»f 4 = a 4 + b* -f- c 4 -f- d 4 + etc. 


etc. 

l’identité précédente devient 

^(i+^+S^+C^+etc.) --S t z— %**— ^ z 3 —^s*~~ etc 
mais 

I. ( i +~r) = x-^4-ÿ_Ç + cto. 

faisant donc dans ce développement 

x — A c B z 1 Cz 3 +' etc. 

et ordonnant par rapport aux puissances de z , on parvient 
à cette identité. 


. S.z — ?i z x — î i « 3 — 5* z + 
1 ai 4 


• etc* 



z* etc. 


Et comparant les eoefficiens des mêmes puissances dez. 
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w f V 

on obtient les relations suivantes : 


A4t 


S, — — A 

•?. =■-? B + ÏA> 


S y --l C + \ 2 . A B — -J A* 

SI — — £ Z>+£ (2 A C-\-B x ) — \3A' B+* A4 
Sr = —iE+î(2A&-i-2B C)—Ï(3A'C+3AB‘) 

+ U ^ B — T A **~ 

I.’avanîage de ces fornaulcs sur celles que nous avons données 
{page 3i5) consiste en ce que dans les expressions précédentes 
des sommes successives des puissances aes racines , il n’entre 
que les coefficiens de l’équation , en sorte que pour calcu- 
ler l'une de ces sommes., on nia pas besoin a évaluer celles- 
qui précèdent.' 

Nous passerons à la solution de la seconde question , et 
pour la résoudre, nous partirons de cette formule trouvée 
précédemment 


l.(i+As+ B^+Cs 3 -f. etc.)=— 5,a— 
gui n’est autre chose que 

_y c j* s i . 

iXi+Az+Bz'+Cz'+elc.^le ‘ 2 5 ' 


— ît z 4 — etc- 

;3 — .-A S*-etC. 

4 


en observant que / e — i ; et passant des logarithmes aux, 
nombres, il vient 


i+Az+Bz*+Cz* -f-ête. 





Tout se réduit donc à développer le second membre suivant 
les puissances de z , au moyen de la formule 


- , » . ar* . x* . a* . 

e = i + - + - 5 H s- 4- etc. 

• I 1 i.a • i.a .3 i. 2.3.4 1 


donnée ( page 399 ) dans laquelle on fera 



et après avoir ordonné le résultat suivant les puissance*, 
de s , on trouvera. 
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Notes 


'i-\-Az-\-Bz r +Cz*-\-e\c.z=zi — S.z — 

a 

)- 3 +ctc 

+iL 

1 a 

j +-#[ 

d’où on déduit 

1 

1 

to" 

1 

fl 

>5 


2?=— 4. i. 

* a ' i.j 

^ -f — 2 S, £î. — 

* i.a i.a 

_*L 

l.a .5 

e te. etc. 



Warlng a donné , pour la solution de ce problème, une 

iormule qu il compose par les combinaisons , et qui s’accor- 
dent avec les précédentes: elle se trouve dans ses Medita- 
tiones algebraicœ , cap. I, probl. III , coroU. , ainsi que dans 
son premier ouvrage de 1764, 


Fin des Notes et des Additions. 




p d 4 9 
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OBSERVATION. 


Nous avons démontré (page 2H7) que S étant le plus grand 
coefficient négatif de l'équation x m -f- Ax"-’ -f- . . . .-f-P r = o , 
la substitution x=5+i dans l'équation* donne toujours 
un résultat positif, même lorsque tous les coefficients sont 
négatifs , et chacun = — S ; ce qui est le cas le plus défa- 
vorable. Nous nous proposons de prouver ici quetoutc valeur 
de x plus grande que î’-f-i donne un résultat positif, et 
d'autant plus grand , que x surpasse davantage la limite 
’S+i , en sorte que pour des substitutions plus grandes 
que S -j- 1 , on ne doit plus s’attendre à trouver des ré- 
sultats négatiis ; d’où résulte que toutes les racines réelles 
positives sont comprises entre les limites S -f 1 et - y— . 

Soit donc 


y — x m — Sx" mi — Sx"— — ih» -3 — — S 

”*■[ 1 + *? +V +"-+ P** )] 

à partir de x=zS-\~ 1 pour lequel ce produit est positit , 
ce qui ne peut avoir lieu que parce que 

■> J (i+7 + * +•••• + £) 

a? croissant continuellement » le second membre de l’inégalité 
précédente décroit, et sapproShc de plus en plus de zéro: , 

donc le facteur 1 — S -f. ^ -f- % -f- ^ ^ sera 

toujours positif , et conséquemment le produit de x 1 ^ par 
ce facteur restera positif. 

Cette observation a été consignée par le citoyen Raynaud, 
ancien Elève de l’Ecole polytechnique , dans un ouvrage 
portant pour titre : Fragmens sur V Algèbre et la Trigonométrie. 
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ERRATA de t Algèbre de Clairaut. 


Fautes. 


■ r — - . P 

cca 


id. IO 

62 dern. 
^ i 3 et i5 


F^ uO+cc .... 
case 3 : à'x* . . . 

F^ hh-\.^mp. 

X(®« — ySy=y(ea — J3«t) 

— (ye*—x** X )• 

*( (y*-x*)- • • 

a. ( ( ne — <fe ) . . .• 

+ i'i + 7 • • • • 

sixième 

entre la case 1 et 2 : 8.4.2 
case 5 , i cre colonne : 2 
case 1, 6? e colonne : 18 
case 3 » i ere colonne : 1 
+ 3 ab. ..... 

+ 9 • ■ 

ab,2,ab,ab x ,206* . . . 

fl u second degré - . . 

case 1 , 2 e . colonne : o 3 
case 2, 2 e colon, ib 3 — a 3 b 
les deux de x . . . . 


£ 3 


"I 13 
‘"'•I j 5 


16 3 

irf. dern 



Corrections. 

x=z~~p. 

atca 

~ b * 

F* 2«* -(- ce. 

F^ h/i 4-4 »>. 

X (<P<* — yS)—y(eci — (Sif)*. 

= ( •J't* — ’Xet 1 ) JC*. 

( * ( __ yu.), 

'cl (ne — <fg). , 

+ 1 > . + 3 , + 7. i 

neuvième. 

8.2. ' 

— t. 

10. 

2. 

+ 3 a**. 

-j- 

a*, 2 ab,bb } 2**, a6*,aaé*t 

du premier degré. 

[<*’. 

Z> 3 — a* b. 

lesdeux nouvelles valeur 
de x. 

*1 

2C»* 

au-des*us. 

25 * 4 . 

S 

3 


-t/— 

4 F a£ . 
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pas 


*»7 

id. 

J U) 
120 
122 
127 
id. 
id. 
12# 
id. 
12 ij 

i 3 c 


id. 
z 34 

142] 

id. 

144 

id. 

id. 

i5<4 

i 55 

id. 

160 

162 

id. 

167 

170 

176 

187 

x88 

191 

irf. 

192 


ligne. 


6 

6 

i«. 

16 

17 

2! 

17 

23 
27 

12 

dern. 

22 

8 

1 3 

8 

22 

24 

21 

16 


Fautes. 


I /o” 


b n c 


ase 2 , 1*. colon. : 63 é>.r* 
— i t aa i t bb . . . 
62 — y/ ( a£ 3 — 2 ûA ’-j- 
+ '-X<*'b • .... 

l/( — a£ ) . '. . . 

+ 4«acc•-}-4c , . . . 

a£ — 2aZ»* ..... 

-\-3mf/g. . < . . 

k A ■=. 


l/(^— B^) . . . 

3 

|/(2 — 2a) . . . . 

V( A±By*-\. . • . 
p+q ±\ X . . . 

Cib + l>)+ » • 

ï= a/n 3 ! 3 
_ 8^ 5^ 

m 3 1 ma 3 '* 

= 104 bb 

— 8010 a* 


S 
* 6 
*9 

5 

*3 

26 

23 et 24 1 


table : (/? -t 4 )"*. . . 

= » 

— ■+• ‘à dd ) . . . . 

-4- ex . . ... 

1S4 b x 

m— — j//?,si <7 est négatif! 


1 — <f 

a 

« • ••■»••• 

+ V( • *•. • • 

des deux opérations. . 



la 2 ' 

Va m b n c. 

7 ft' 

a 

6 3 b+x*‘ 

= ± (| aa — {bb ). 
S=2 l/(aô 3 — 2a , i*-f- 
'-la'b*. 

— j/(ai). 

— 4aacc -[-4c 4 . 
aé 3 — 2 a*b‘ . 

3 m f g. 

k A , ce qui donnera les 
équations zt =. 

l/( z 4,4 — BB ). 

3 

l/( 2b — 2a ). 

I /(A + B)±l. 

p + q ± t + 

GS.+ S)x« 

— bm 3 l 3 — 

-*& + 3 phl. 

= 10.4 .bb. m 

— 810 a 4 , 
r 


(r +7 j " 

6«. 

••-Ht 4 »), 

-J- ea;. 

154 è s . 

ai= — y' p, si xj est positif, 
et m=zy’p ) si <7 estnégatif. 
r 4 " ^ •- 
2 3 . 

+ VC-- 

de. deux équations. 
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Corrections. 


195 i3 


2°3 8 

» L ut. 


xx +p-h X « + /■ + J 

— 2 ( ü -f- . . . . , — 2(2 //-(-. 

+&i(kk+/l)+(!;!c-!/)' j: ' +[^/CM+«j+(/ > /:-///] J 


-J- 2 ppx"* , 

r* — 


H- v/(ia — (Vl) * . +K(i 5 — 6 / 7 ). 

— 62' —.62*. 

3 

I /(ai/*). . . . : , 


1+ 3x2. 


• +3- 


2aüPx — . . : . . . Vàad'x — 


ERRATA DES NOTES D'ALGEBRE. 


279 21 

284 23 


I a — b . . . . . . a — a. 

.. ' . . . . . . après etc.', supprimez?. 

y' »e. . _ y' le. 

-f Ç + etc -f- j — etc. 

Fgaiant . Egalant. . , j. 

la substitution de x 1 . . fa substitution de cettcvà 

leur Üc x*. - 

seront les puissances né- seront les réciproques de» 
ga tires tics racines. . facinos. 

(‘x — c) etc ( x— e) etc. 


K x — e) etc. 


290 «3 

294 9 


seront encore j et 4. . . seront encore entre -tôt 4. 
et x i, . . . . et *=p+* 

mèm produit . . . . môme, produit. 


C09 6 

3i6 12 


( O 

la quantité a , • 


ë ’ T, ’ * « ctc * 


27 

3i7 , 

t'îur «2 

322 26 t 

323 dern. 

3x6 21 


a’b’e ■ 

— 4Çx* 

prise ueux a deux 
p et ri. . . . 
indiquées . . . 

+ ( . . . 

— t /i . ... 


328 10 - 

336 3 


+■■2 Va'+b'.- . 

( pages 533 et 536 ) 


( 3 £f + A) C' 
la quantité x. 

•. . « . - 1 

a ’ b ë » etC 

+.4?*/ 

prises deux à deux,. 

p en n. 

indiqués. 

A- Q’cr”-'. — 

1 / 

-3^-1. 


' . Kl* + *\ ; 

. ( pages 3i5 et 3»o). 


C-!+VÇ + ë]C-ï-VÇ+^] 


il 


i 
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